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1 Introduction 

1.1 Le probleme des quotients algebriques par des groupes non 
reductifs 

Soit G un groupe algebrique lineaire de radical unipotent H. On suppose qu’il existe un 
sous-groupe algebrique reductif G re d de G dont l’inclusion dans G induit un isomorphisme 
G re d — G/H. Soit Y une variete algebrique projective munie d’une action algebrique de 
G, et L un G-fibre en droites tres ample sur Y. On dit qu’un point y de Y est semi-stable 
relativement a L s’il existe un entier k > 0 et une section G-invariante s de L k telle 
que s{y) ^ o. Soit Y SS (L) l’ouvert G-invariant de Y constitue des points G-semi-stables 
relativement a L. La construction d’un bon quotient Y SS (L)//G est possible dans le cas 
oil H = {0}, le groupe G etant dans ce cas reductif (cf !, El)- Le cas oil G n’est pas 
reductif est plus difficile, et a ete aborde par A. Fauntleroy dans [|]. On doit considerer un 
ouvert G-invariant plus petit de Y SS (L) //G (en imposant des conditions supplcmentaires 
qui dependent essentiellement de l’action de H ) et les quotients obtenus sont en general 
seulement des quotients categoriques. De plus, la definition de 1’ouvert a quotienter est peu 
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explicite. Ces restrictions s’expliquent sans doute par la grande generality des problcmes 
traites dans On propose ici une definition legerement differente de la semi-stabilite : 


Definition 1 On dit qu’un pointy de Y est G'-semi-stable (resp. G-stablej relativement 
a L si tout point de I’orbite Hy est G re d- semi-stable (resp. G re d- stable) relativement a L 
(vu comme un G re d- fibre en droites). 

II est clair que les points G-semi-stables au sens de cette definition lc sont aussi au 
sens precedent. Cette definition me semble plus explicite, car les points G ref rsemi-stables 
peuvent en general etre determines a l’aide de criteres numeriques (cf. ||). 


1.2 Espaces de complexes 

On s’interesse dans cet article a un type particulier d’action. Soient X une variete alge- 
brique projective, p > 1 un entier, n 0 ,... ,n p des entiers positifs, et pour 0 < i < p, 
1 < j < Hi, Sj l) un faisceau coherent sur X et un espace vectoriel non nul de dimen¬ 
sion finie. On pose, pour 0 < i < p 

Si = 0 

l<j<n t 

On suppose que les faisceaux £■ sont simples, et que 

Horn (£V,£P) = {0} 

si 2 > i', ou i — i', j > j'. Soit W la variete des complexes 

Sq —■> Si —> ... — S p , 
sur laquellc opere le groupe algebrique 

G = Aut(^o) x ... x Aut(£ p ). 

Le sous-groupe unipotent H est constitue des (g 0 ,...,g p ) tels que pour tous i, j, la 
composante 

Sf 0 \Iy —> Sf 0 My 

de g t soit l’identite. Le sous-groupe reductif G re d est constitue des (go ,..., g p ) tels que 
pour tous i,j ont ait 

gi (Sf 0 Mf) C Sf 0 Mf . 

On a un isomorphisme 

G red ~ J] GL(Mf). 

0<i<p,l<j<ni 

Si on veut retrouver une action sur une variete projective, il convient de considerer plutot 
la variete projective P(W) sur laquclle opere le groupe Gj (C*. 
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L’action de G re d sur W est un cas particulier des actions etudiees par A. King dans 
||. Une linearisation de faction de G/ (L* sur P(W) est definie par une suite 
A = (. \j)o<i<p,i<j<m de nombres rationnels non nuls telle que 

Y Kj dim(Mj^) = 0. 

0<i<p,l<j<rii 

On appelle A une polarisation de Paction de G sur W. Un complexe 

Q /(I £» fl fp— 1 C 

OQ ^ ^ ... ^ O'p 

est GVed-semi-stable (resp. G re <rstable) relativement a A si et seulement si pour tous 
sous-espaces vectoriels 

M'f CM f, 

avec (iW0) ^ ({0}) ou tels que 

fi( 0 {sf®Mf)) C 0 {Sf +l) ® M ,( -; +1) )) 

1 <j< n i 1 

pour 0 < i < p, on a 

Y. < 0 (resp. < ). 

0<i<p,l<j<rii 

Le probleme de la construction de quotients par G d’ouverts de W a ete aborde dans 
0 et [0, dans le cas p — 1 (les complexes sont alors en fait des morphismes). On va 
donner ici une methode de construction de quotients par G d’ouverts G-invariants de W, 
qui est une generalisation de la methode employee dans On donnera en particulier 
des exemples de quotients par G de Pouvert des points G-semi-stables. On ne peut pas 
obtenir en general des bons quotients, mais ce qu’on appelle des quasi-bons quotients (cf. 
chapitre 2). 

1.3 Mutations constructives 

Pour construire des bons quotients par G d’ouverts G-invariants de W, on introduit une 
nouvelle variete de complexes W', sur laqucllc le groupe G' qui agit est reductif. On tente 
ensuite d’etablir une relation entre les quotients par G' d’ouverts G'-invariants de W et 
les quotients par G d’ouverts G-invariants de PV. 

La methode est basee sur le resultat suivant (cf. §3) : soient £, T, Q, T des faisceaux 
coherents sur X et M un espace vectoriel de dimension finie. On suppose que le morphisme 
devaluation 

T ® Hom(r, Q) —> Q 

est surjectif. Soit £’ son noyau. On suppose aussi que la composition 


Hom(£, T) ® Hom(r, Q) —> Hom(^, Q) 
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est surjective. Soit 

(1) £ (r®M)©£ —T 

un complcxe. Alors on peut associer a (1) un complexe 

(2) £ © £' —r ® N J 7 , 

avec 

N = Hom(r, Q) © M. 

et tel que 

ker(a) ~ ker(A), ker(/3)/ Irn(a) ~ ker(Z?)/ Irn(A), coker(/3) ~ coker(a). 

La reciproque est aussi vraie, si on part d’un complexe (2) tel que a induise une injection 

Hom(f', T) —> N, 

et les deux transformations sont inverses l’une de l’autre (a Faction pres des groupes 
d’automorphismes des complexes). Le passage de (1) a (2) consiste a effectuer une mu¬ 
tation a gauche de Q. Cette notion a ete introduite dans Fetude des fibres exceptionnels 
(cf. [|J, fl|], 0). On notera Wo (resp. Wq) l’espace des complexes (1) (resp. (2)), et G 0 
(resp. G'q) le groupe algebrique agissant sur Wo (resp. Wq). 

La transformation qui fait passer de (1) a (2) est purement formelle (cf. §3.2). Le 
complexe (2) associe a (1) n’est pas en general unique, mais sa G^-orbite best, et ne depend 
que de la Go-orbite de (1). On obtient ainsi (sous certaines hypotheses) une bijection 

Wo/Go — Uo/Gq, 

Uo designant Fouvert de Wq constitue des complexes (2) tels que a induise une injection 
ffom(^ , ,r) —> N. Cette correspondance est algebrique dans le sens suivant : si un 
ouvert invariant d’un des espaces de complexes admet un quasi-bon quotient, Fouvert 
correspondant de l’autre cote admet aussi un quasi-bon quotient, et les deux quotients 
sont isomorphes. La bijection precedente est en fait un quasi-isomorphisme fort (cf. 
chapitre 2). Cela entraine que certaines proprietes verifiees par un quasi-bon quotient 
d’un ouvert invariant d’un des espaces de complexes seront automatiquement verifiees le 
quotient de Fouvert correspondant de l’autre espace de complexes (cf. §2.3, concernant la 
descente sur les quotients de fibres vectoriels). On a aussi une notion similaire de mutation 
a droite. 

Pour appliquer ce qui precede aux varietes de complexes de type 




Si 


£ 


on precede de la fagon suivante : on ecrit le dernier terme 


£ P = (r 0 M ) © g, 


r = ^ (p) , m = m 1 (p) , g= 0 (^ ( p ) ® m ] p) ). 

2<j<n p 


avec 
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Dans ce cas, on a 

S' = 0 

£designant le noyau du morphisme devaluation 

4 p) ®Hom (^ ) ,^ ) )-^^ ) 

(suppose surjectif). Les complexes obtenus par mutation sont du type 

£o —>— • • • — Sp-, — ^1 (P) ® AT, 

avec 



On peut continuer en ecrivant 

£0 = (r ® M) ® 6?, 

avec 

r = £’ 1 (p " 1) , M = M^~ l \ Q=( 0 {Ef-V ® M^)) © ( 0 (£'f ® Mj p) )Y 

' K 2<j<n p —i ' ^2<j<n p ' 

On peut ainsi proceder a 

q = n i 

0<i<p 

mutations successives, et on obtient finalement un complexe du type 

To ® N 0 —» ... —> T q ® N q , 

oil le groupe G' qui opere est reductif. II existe un autre chemin possible, en effectuant 
des mutations a droite en partant du terme de gauche. 

Supposons fixee une polarisation A de Taction de G sur VV. On peut alors definir 
naturellement une polarisation A' de Taction de G' sur l’espace W des complexes pre¬ 
cedents. II reste a etudier les relations qu’il y a entre la G- (semi-)stabi 1 ite des complexes 
de TV relativement a A, et la G'-(semi-)stabilite des complexes de W relativement a A'. 
II est toujours vrai que si la mutation est G'-(semi-)stable relativement a A', le complexe 
d’origine est G-(semi-)stable relativement a A. La reciproque est vraie si on impose 
des conditions a A. II faut ensuite montrer que tous les complexes G'-semi-stables de 
IV' sont (a Taction de G' pres) des mutations de complexes de IV. Cela n’est vrai que 
si on impose encore d’autres conditions a A. On obtient alors Texistence cTun quasi- 
bon quotient projectif de Touvert des points G-semi-stables de VV. En considerant les 
mutations a droite, on obtient generalement d’autres valeurs de A pour lesquclles il existe 
un quasi-bon quotient projectif. 
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1.4 Varietes de modules de complexes 

On considere dans le §4 des complexes du type 

(3) Si® Lt —♦ (P x ® Mi) © (P 2 © Af 2 )— *Gi®N u 

on Si, P\ , P 2 1 (?i sont des faisceaux coherents simples sur A", et Li, Mi, M 2 , V des espaces 
vectoriels de dimension finie. Quelques hypotheses doivent etre faites, notamment que le 
morphisme d’evaluation 

P\ © Hom(J r ,, P 2 ) — * P 2 

est surjectif. On note Ji\ son noyau. En effectuant une premiere mutation a gauche on 
associe au complexe (3) un complexe 

(4) {Si ® Li) © (Tii © M 2 ) —> Ti © Pi —> Qi © N u 

avec 

Pi = (Hom^i,^) © M 2 ) © Mi. 

On suppose ensuite que le morphisme d’evaluation 

Si © Hom(^, Tii ) —» Tii 

est surjectif. Soit JCi son noyau. En effectuant une seconde mutation on obtient un 
complexe 

(5) K i®M 2 — *Si®Qi — >Pi®Pi—> Gi® iVi, 

avec 

Qi = (Hom(^i, Tii) ® M 2 ) © Li, 
et ici le groupe qui opere est reductif. 

On en deduit dans le theoreme 4.4 Fexistence de quasi-bons quotients projectifs d’ou- 
verts de complexes G-semi-stables de type (3) (pour certaines polarisations). 

Dans le § 4.5 on etudie le cas des complexes 

0(- 2) —> (0(-T) © Mi) © O —» 0(1) 

sur P„, Mi etant un espace vectoricl tel que 0 < dim (Mi) < n + 1. Dans le cas de P 2 
et dim(Mi) = 3, on obtient trois types de quotients distincts, dont deux lisses. Un des 
quotients lisses peut etre obtenu de maniere elementaire. Le second est non trivial. 

1.5 Varietes de modules de morphismes 

Dans le § 5 on considere des morphismes du type 

(Si © Mi) © (S 2 © M 2 ) — > Pi © N u 

oil Si, S 2 , Pi sont des faisceaux coherents simples sur X, et Mi, M 2 , N\ des espaces vec¬ 
toriels de dimension finie. On rappelle dans les §5.1 et 5.2 la construction de varietes de 
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modules de morphismes G-semi-stables de ce type (pour certaiues polarisations) effectuee 
dans [Q. On precede simplcment ici a une seule mutation a gauche pour obtenir une 
action d’un groupe reductif. Les quotients obtenus par cette methode sont des bons quo¬ 
tients projectifs, et les ouverts correspondant aux morphismes G-stables sont des quotients 
geometriques. 

Dans le §5.3 on emploie des mutations a droite. II faut alors deux mutations successives 
pour obtenir une action d’un groupe reductif. On obtient des quasi-bons quotients de 
l’ouvert des morphismes G-semi-stables, pour d’autres polarisations qu’avec la methode 
precedente. 

Dans la § 5.4 on donne des exemples de constructions de varietes de modules de mor¬ 
phismes au moyen des methodes de il et du § 5.3. On donne un cas oil il n’y a pas 
de quotient geometrique de l’ouvert des points stables. 

1.6 Mutations non constructives 

D’autres sortes de mutations ont ete definies dans (2). On pourrait les appeler des muta¬ 
tions non constructives. Dans 0 dies sont appliquees a des morphismes, mais on peut 
sans difficulty etendre leur definition aux complexes. Elies peuvent aussi servir a cons- 
truire des bons quotients d’ouverts de points G'-semi-stables, pour d’autres polarisations 
que celles qui sont accessibles par les methodes decrites ici. La definition des mutations 
non constructives est basee sur le resultat suivant : soient S, S', r, Q et T des faisceaux 
coherents sur X. On suppose que le morphisme canonique 

S' — > r ® Hom(£', r)* 

est injectif et on note JE 0 son conoyau. On suppose aussi que 

Ext 1 (JE 0 , 7F) = Ext 1 (£, T) = Ext 1 ^,^) = {0}. 

Soient M un espace vectoriel de dimension finie et 

S ® S' (r ® M) © 7F — Q 

un complcxe tel que l’application lineaire 

A : Horn (S', r)* —> M 
deduite de A soit surjective. Alors il existe un complexe 

S © (r 0 ker(A)) —© T Q 

tel que 

ker(a) ~ ker(A), ker(/3)/Im(a;) ~ ker(5)/Im(A), coker(/i) ~ coker(i?). 

Ce resultat adrnet aussi une reciproque. 

Le difference essentiellc entre les mutations constructives et les mutations non cons¬ 
tructives est la suivante : dans le premier cas, on effectue la mutation d’une paire de 
faisceaux situes dans le meme terme du complexe, et dans le second cas on effectue la 
mutation d’une paire de faisceaux situes dans des terrnes adjacents du complexe. 
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2 Quotients algebriques 

2.1 Quasi-bons quotients 

Soit G un groupe algebrique. On appclle G-espace une variete algebrique X mimic d’une 
action algebrique de G. Rappelons qu’on appclle bon quotient de X par G un morphisme 

ir : X —■> M 

(ou M est une variete algebrique) tel que : 

(i) Le morphisme 7r est G'-invariant, affine, ouvert et surjectif. 

(ii) Si U est un ouvert de M, alors on a 

0(U) ~ 0(n-\U)f. 

(iii) Si F x , F -2 sont des sous-varietes fermees G-invariantes disjointes de A", alors tt(Fi) et 
7t(F 2 ) sont des sous-varietes disjointes de M. 

Cette definition est particulierement bien adaptee a l’etude des actions de groupes 
algebriques reductifs, car on sait que dans ce cas il existe toujours un bon quotient si X 
est affine. On utilisera une notion legerement differente : 


Definition 2 On appelle quasi-bon quotient de X par G un morphisme 

7r : X —■> M 

(oil M est une variete algebrique) qui est G-invariant, ouvert et surjectif et tel que les 
conditions (ii) et (iii) precedentes soient verifiees. 


On dit parfois par abus de language que M est lc quasi-bon quotient de X par G. On 
note cornmc dans le cas des bons quotients 

M = X//G. 

II est clair qu’un bon quotient est un quasi-bon quotient. 


2.2 Quasi-isomorphismes 

Soient G, G' des groupes algebriques, X un G-espace et X' un G'-espace. 


Definition SI- On appelle quasi-morphisme de X vers X' une application 
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telle que pour tout point x de X il existe un ouvert de Zariski U de X contenant x et un 
morphisme U —> X' induisant (ft. 

2 - On appelle quasi-morphisme fort de X vers X' la donnee d’un quasi-morphisme 

ft) : X/G —> X'/G', 

d’un recouvrement ouvert ( Ui) ie i de X, et d’une famille {(fti)i & i de relevements de (ft : 

<fti : Ui —» X', 

telle que : 

(i) pour tout j E I et g E G, le morphisme 

gUj — X' 
x i—* (ftj(g~ l x) 

appartient a la famille (<fti). 

(ii) Pour tous i,j E I, et tout x E Ui ft Uj il existe un voisinage V de x dans Ui fl Uj 
et un morphisme \j : V —> G' tel que 

4*j\y 

(Hi) Pour tout i El et x E Ui, il existe un voisinage V de (e,x) dans G x Ui et un 
morphisme 

7 : V —■> G' 

tel que i(e,x) = e et que pour tous ( g,y ) E V, on ait gy E Ui et 

ft>i(gy) = 7 (g,y)<l>i(y)- 

On appelle quasi-isomorphisme de X vers X' une Injection 

(ft : X/G —> X'/G' 

qui est un quasi-morphisme ainsi que son inverse. 

Definition 4 Soit a = {(ft : X/G —> X'/G 1 , {(ft l : U t —> X')) un quasi-morphisme fort. 
On appelle carte de a un relevement local f : U —> X' de ft> (U etant un ouvert non vide 
de X) tel que pour tout x E U les proprietes suivantes soient verifiees : 

(i) Pour tout i E I il existe un voisinage V de x dans UDU t et un morphisme A* : V —> G' 
tel que 

f\V = Kft>i\Vi 

(ii) Il existe un voisinage V de (e,x) dans G xU et un morphisme 

7:0 —■> G' 

tel que ^{e,x) = e et que pour tous ( g,y ) E V, on ait gy E U et 

ft>i(gy) = 7 (g,y)ft>(y)- 
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On clit que deux quasi-morphismes forts de X dans X' sont equivalents si lcs cartes 
de Tun sont aussi des cartes de 1’autre. 

II est clair que la composition de deux quasi-morphismes en est un. On va definir 
ce qu’on entend par composition de deux quasi-morphismes forts. Soient G, G', G" des 
groupes algebriques, X un G-espace, X' un G'-espace et X" un G"-espace. Soient 

u = (0 : X/G — X'/G', (0< : Ui — X') ie j), 

a' = (0' : X'/G X"/G", (0' : U' — X") jeJ ) 
des quasi-morphismes forts. Soient 

0 = 0' o 0 : X/G —> X"/G", 

et pour i G /, j G J, Vij — U t (1 0^ 1 (L r j), et 

Aj = 0' o 0< : 14, —► X". 

On pose 

r = (0 : X/G X"/G", (A,j ■ Vi , — X'Ocjje/xj). 


Lemme 2.1 r est un quasi-morphisme fort de X dans X'. 

Demonstration. Soit x G V iy Pour (g,y) au voisinage convenable de (e,x), on a 

Aj(gy) = ° <f>i(gy) = <f>j(ii(g,y)A{y)) = 7 / j(ii(g,y),<f>i(y))Aj(y), 

7 i (resp. 7 ') etant un morphisme a valeurs dans G' (resp. G") defini sur un voisinage de 
(e,x) (resp. (e,A( x )))- En posant 

iij(g,y) = ij(ii{g,y)Ai{y)) 


on obtient done 

Aj(gy) = 7 ij(g,y)Aj(y)- 

D’autre part, soient i,i' G I,j, j' G J et x G V/j O Vvy. Avec des notations evidentes, 
on a, pour y dans un voisinage de x 

0 / 0 <t>v{y) = Aj'(^u'(y)A(y))- 

Posons 

g'o — \i'( x ) £ G'. 

Alors on a 


(t>'j'{\i'{y)A{y)) = ij>{\x'{y)go \ gMy))Ay(goA(y)) = 7 'i>{\v{y)& 


1-1 


gMyMkMy)) 
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pour un k convenable dans J. On obtient finalement 

0 / ° M(y) = , g'oMy))Kj(,My))<t>'j ° My), 

c’est-a-dire 

4>'i' ° Miy) = Ovj'MyWj ° My), 

avec 

0 i'3',ij(y) = ^f(M'(y)g' 0 ~ 1 ,goMy))Kj(My))- 

□ 


On definit de maniere evidentc lc quasi-morphisme fort identite lx de X dans X. II est 
clair qne la composition a droite ou a gauche d’un quasi-morphisme fort avec I\ donne un 
quasi-morphisme fort equivalent. On definit un quasi-isomorphisme fort o de X dans X' 
connne etant un quasi-morphisme fort de X dans X' tel qu’il existe un quasi-morphisme 
fort o' de X' dans X tel qne o o o' (resp. o' o o) soit equivalent a lx 1 (resp. Ix)- 

Exemple : 1 - Snpposons qu’il existe un morphisme 

(j):X —* X' 

compatible avec un morphisme de gronpes algebriques 

a : G —■> G', 

c’est-a-dire que pour tous g G G, x G X, on a (p(gx) = a(x)(p(x). Soit 

0 : X/G —i X'/G’ 

happlication deduite de 0. Alors (0, 0) est un quasi-morphisme fort de X dans X'. C’est 
hexemple le plus simple. 

2 - Supposons qu’il existe un quasi-isomorphisme fort o : X —> X', et soit U un ouvert 
G'-invariant de X. Soit U' l’onvert G'-invariant correspondant de X'. Alors o induit un 
quasi-isomorphisme fort U —> U'. 

II est clair que si 

0 : X/G —i X'/G' 

est un quasi-isomorphisme (non necessairement fort), 0 induit une Injection entre 1’en- 
sernble des onverts (resp. ferrnes) G-invariants de X et 1’ensemble des ouverts (resp. 
fermes) G'-invariants de X'. Si U est un onvert G-invariant de A", et U' l’onvert G'- 
invariant correspondant de X', 0 induit un isomorphisme d’anneaux 

0(U) G ~ 0(U') G '. 

Plus generalement, si Y est une variete algebriqne, les morphismes G-invariants X —» Y 
s’identihent de maniere evidente aux morphismes G'-invariants X' —> Y. 
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Proposition 2.2 Si X et X' sont quasi-isomorphes, il existe un quasi-bon quotient de X 
par G si et seulement si il existe un quasi-bon quotient de X' par G', et dans ce cas les 
deux quotients sont isomorphes. 


Demonstration. Supposons qu’il existe un quasi-bon quotient 

7r : X —> M 


de A" par G. Soit 

0 : X/G —> X'/G' 

un quasi-isomorphisme. Puisque 7r est G-invariant. il definit un morphisme G x -invariant 

7r' : X' —> M. 


Il est immediat que c’est un quasi-bon quotient de X' par G'. □ 

Remarque : La proposition 2.2 est vraie pour des bons quotients si on suppose en 
plus que les varietes X et X' sont affines et si tout ouvert d’une de ces varietes est 
le complementaire d’une hypersurface (c’est le cas par exemple lorsque X et X' sont 
factorielles, c’est-a-dire que leurs anneaux de fonctions regulieres sont factoriels). En 
effet dans ce cas les ouverts affines G-invariants (resp. G'-invariants) de X (resp. A"') 
sont alors les complementaires des hypersurfaces G-invariantes (resp. G'-invariantes), et 
il est aise de voir que via 0 les hypersurfaces invariantes de X correspondent exactement 
a cclles de X'. C’est ce qui se produit dans on X et X' sont des ouverts d’espaces 
affines. 


2.3 Lemme de descente 

On montre ici que la notion de quasi-isomorphisme fort preserve une propriete importan- 
te : la possibility de descendre au quotient des G-fibres adequats sur X. Rappelons 
qu’un G-fibre vectoriel sur X est un fibre vectoricl algebrique F sur X muni d’une action 
algebrique lineaire de G, au dessus de Taction de G sur X. S’il existe un quasi-bon 
quotient 7r : X —> M, on dit que F descend a M s’il existe un fibre vectoriel algebrique 
E sur M et un isomorphisme de G-fibres 

F ~ 7 r*(E). 


Definition 5 On dit qu ’un G-fibre vectoriel F sur X est admissible si pour tout point x 
de X, le stabilisateur de x dans G agit trivialement sur F x . 


Il est clair que s’il existe un quasi-bon quotient M = Xj/G, et si F descend a M , 
alors F est admissible. On demontre dans 0 le resultat suivant : 


Quotients algebriques par des groupes non reductifs 


13 


Lemme 2.3 (Lemme de descente) Si le groupe G est reductif et s’il existe un bon quotient 
7 t : X —> M, tout G-fibre admissible sur X descend a M. 


Une justification de la notion de quasi-isomorphisme fort est lc resultat suivant : 


Proposition 2.4 On suppose donne un quasi-isomorphisme fort de X dans X'. Soit r 
un entier. Alors 

1 - II existe une bijection canonique entre Vensemble des classes d’isomorphisme de G- 
fibres vectoriels admissibles de rang r sur X et Vensemble des classes d’isomorphisme de 
G'-fibres vectoriels admissibles de rang r sur X'. 

2 - On suppose qu’il existe un quasi-bon quotient 

M = X//G = X'//G'. 

Alors un G-fibre vectoriel admissible sur X descend a M si et seulement si le G'-fibre 
vectoriel admissible correspondant sur X' descend a M, et les fibres vectoriels associes 
sur M sont les memes. 

Demonstration. Soit (0 : X/G —» X'/G', (4>i '■ Ui —> A"')) le quasi-isomorphisme fort. 
Soit F' un G'-fibre vectoriel admissible sur X'. On va lui associer un G-fibre vectoriel 
admissible F sur X. On commence par construire F sans sa structure algebrique. Soit 
e : X —> X' une application au dessus de qb. On pose 

F e = e*(F'). 

Si e' : X —> X 1 est une autre application au dessus de il existe une application 

6: X —» G' 

telle que e' = Q.e. Puisque F' est un G'-fibre on obtient un isomorphisme 

F e ^ F^ 

qui en x G X est la multiplication par 9{x) 

^e(x) > F e '(x) • 

Puisque F' est admissible, 1’isomorphisme precedent est independant du choix de e. On 
peut done dehnir sans ambiguite 

F = F e . 

Definissons maintenant Faction de G sur F. Soient g e G, x e X. Alors e(x) et e(gx) 
sont dans la me me G'-orbite, done on a un isomorphisme canonique 

p _ p' _, pi _ p 

r x r e(x) r e(gx) r gm 
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qui ne depend pas de e. II est clair qu’on definit ainsi une action de G sur F, et que le 
stabilisateur de x agit trivialement sur F x . 

On definit maintenant la structure algebrique sur F. Soient i e / et i £ fi. Soit V 
un voisinage de 4>i(x) tel qu’on ait une trivialisation 

F( v ~ O v <g> (E r . 

On definit sur U = Ui 0 (f)J l (V) une trivialisation locale 

F v -^{F^-Ou® <T. 

II faut verifier que ces trivialisations se recollcnt algebriquement. Cola decoule imrne- 
diatement de la condition (ii) de la definition d’un quasi-morphisme fort. Le fait que 
Taction de G est algebrique decoule de la condition (iii). 

Les autres assertions sont immediates et laissees au lecteur. 

□ 


Si G est reductif et s’il existe un bon quotient M = X//G, on en deduit que tout 
G'-espace fortement quasi-isomorphe a X verifie le lemme de descente, c’est-a-dire que 
tout G'-fibre vectoriel admissible sur X 1 descend a M. 
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3 Mutations constructives 

3.1 Mutations constructives en termes de faisceaux 

3.1.1 Un exemple simple 

Soient £, T , Q, V des faisceaux coherents sur une variete projective X, M un espaee 
vectoriel de dimension finie non nul. On suppose que lc morphisme devaluation 

T ® Hom(r. Q) —■> Q 

est surjectif. Soit £' son noyau. On suppose aussi que la composition 

c : Hom(£, T) ® Hom(T, Q) —■> Hom(£, Q) 

est surjective. 

Proposition 3.1 Soit 

£ —> (r ® M) © Q ——■> X 

un complexe, avec A injectif et B surjectif. Alors il existe un complexe 

£®£' —^ r ® N X, 

avec 

N = Hom(r, Q) © M, 

a etant injectif, /3 surjectif, et 

ker(/3)/Im(a) ~ ker(B)/ Im(kL). 

Demonstration. Le morphisme 

a : £ © £' —> T ® (M © Hom(T, Q)) 
est la somme d’un morphisme 

£ —>r® (MffiHom(r,£)) 

provenant de A (qui existe car c est surjective), et de l’inclusion 

£' —> r®Hom(r,£). 


On a un diagramme commutatif avec colonnes exactes : 
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0 


0 


£'-- 


£' ®£ 


£ 


a 


£' 


T© (M©Hom(r,£)) 


A 


(r © m ) © g 


On en deduit que a est injectif ct que coker (a) ~ coker (A). On definit lc morphisme 
(3 par le carre commutatif 

r© (M©Hom(r,6?)) -£-- T 


(r © m) © q 


B 


T 


On en deduit que [3 est surjectif, [3 o a = 0 et 

ker(/3)/Im(a) ~ ker(B)/ Im(kL). 

□ 

On a bien sur une reciproque : 

Proposition 3.2 Soit 

£ © £' —r © N T 

un complexe, avec a injectif et (3 surjectif. On suppose que l ’application lineaire 

A : Hom(£', T) —>N 

deduite de a est injective. Alors il existe un complexe 

£ —► (r © M) © g — 3 —> T 

avec M = coker (A), A etant injectif, B surjectif et 

ker(.B)/Im(A) ~ ker(/3)/Im(a). 

Demonstration. Analogue a la proposition precedente. □ 
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3.1.2 Le cas general 

On se place dans la situation du §3.1. Soient U. V, Go des faisceaux coherents sur X. On 
demontre comme la proposition 3.1 la 


Proposition 3.3 1 - Soit 

0 —> U —> £ —> (r ( 8 ) M) ®G®Go — 3 -^ X —> V —> 0 

un complexe, exact en U, £, 7F, V. Alors il existe un complexe 

0 ——>£®£' —> (r <g> N) © Go —► X —> V —> 0 , 

avec 

N = Hom(r, Q) 0 M, 

exact sauf au plus en (r ( 8 ) N) © Go, et tel que 

ker(/3)/Im(o;) ~ ker(B)/ Im(kL). 

2 - Reciproquement, si N est un espace vectoriel, et si on a un complexe du second type 
exact enU, £ ® £', 7F, V, tel que que Vapplication lineaire 

X : Hom(£', T) —> N 

deduite de a soit injective. Alors il existe un complexe du premier type, avec 

M = coker (A), 

exact enU, £, T , V, et tel que 


ker(B)/ Im(Al) ~ ker(/3)/Im(a). 
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3.2 Mutations constructives abstraites 

On decrit ici de maniere abstraite la situation de la proposition 3.1 (sans tenir compte 
de Pinjectivite de A et a et de la surjectivite de B et (3). II est possible de faire la 
meme chose dans le cas plus general de la proposition 3.3. On etudie l’action de certains 
groupes d’automorphismes sur l’espace de tous les complexes, et on etudie la relation 
entrc les orbites des deux types de complexes. Des hypotheses supplementaires sont faites 
dans cette version abstraite, par exemple on suppose que Y est simple. 


3.2.1 Espaces de complexes de type 1 (version simplifiee) 

3.2.1.1 Definition 

Soient Zi, Z 2 , Z 3 , Z 4 , H , T, M des espaces vectoriels de dimension finie. On pose 

W c = (Zi ® M) © Z 2 © (Z 3 ® M*) © Z 4 . 

Soient 

a : Z 4 ® H —> Z 2 , 
o' : H <g) Z 4 — ■> Z 3 , 
r : Zi® Z 3 —> T, 
t' : Z-2 ® Z 4 —> T 

des applications lineaires. On suppose que o est surjective, et que o' induit une inclusion 
Z 4 C H* ® Z 3 . On suppose aussi que le diagramme suivant est commutatif : 

cr(g)Iz. 

Z x ® H © Z 4 - U Z-2 ® Z 4 

(D) lz x ®a' t' 

Z \ ® Z 3 -> T 


Soit Qc C W c Pensemble des points (fii, z 2 , 03, zfi) tels que 

i , 0 3 >) + t\z 2 ® z 4 ) = 0 , 

<0i, 0 3 > designant Pimage de 0 4 © 0 3 par la contraction de M 

Zi® M ® Z 3 ® M* —■> Z x ® Z 3 . 
Soient Gl, Gr et G 0 des groupes. On suppose que : 

Gl opere lineairement a droite sur Z 4 , Z 2 , T. 
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Gr opere lineairement a gauche sur Z 3 , Z 4 , T. 

G o opere lineairement a gauche sur Z 2 , H, et lineairement a droite sur Z 4 . 

On suppose que ces actions sont compatibles entre clles et avec a, a', r, t'. Par exemple, 
on a 

<?(zi9l ®h)= cr(zi © h)g L , a'(g 0 h © z 4 ) = a(h © z 4 g 0 ), {g R t)g L = g R (tg L ), 
si Z\ G Zi, z 4 G Z 4 , h G H, t G T, g R G Gl, g R G G# et g 0 G G 0 . 

Definition 6 La donnee O de Z 4; © 2 , Z 3; Z 4; H, T , M, a, cr r , r, t' ; et des actions de 
Gl, G r et G 0 s’appelle un espace abstrait de complexes de type 1, et Qc est I’e space 
total de 0 . 

3.2.1.2 Dictionnaire 

Dans la situation du §3.1, on a 

Z\ = Hom(£,r), Z 2 = Horn (£,£/), 

Z 3 — Hom(r, T), Z 4 = Hom(<7, T), 

T = Hom(£, F), H = Hom(r, Q), 
les applications a, o’ ,t,t' sont les compositions, et 

Gl = Aut(£), G r = Aut(jF), G 0 = Aut(£7). 

3.2.1.3 Groupes associes 

Les groupes G°l et Gr agissent a gauche de maniere evidente sur Wq , et Qc est invariant 
par ces groupes. Soit G\ lc groupe const it ue des matrices 

( 9 m 0\ 

V <P go) 

avec gM G GL(M), g 0 G G 0 , (p £ M* © H (la loi de composition est evidente). Le groupe 
Gi agit lineairement a gauche sur Wc : cette action provient d’une action a gauche sur 
{Zy © M) © Z -2 et d’une action a droite sur (Z 3 © M*) © Z 4 : si ((pi, z 2 , (p 3 , z 4 ) G Wc et 
gi G G i, on a 

gi((pi,z 2 ,(p 3 iz 4 ) = (gi((pi,z 2 ),((p 3 ,z 4 )gi l ). 

L’action a gauche de G'i sur (Z x © M) © Z 2 est : 

(9 m 0 W <M = f 9 m 4> i \ 

V <P 9o)\z 2 ) \cr[<(p,(pi>) + g 0 z 2 ) ' 
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L’action a droite de G\ sur (Z 3 © M*) © Z 4 est : 

(03, z 4 ) ( 9ai 0 ) = (03 9m + {hi © 0(0 ® O, Z 4 g 0 ). 

\ (p 9 0 / 

En utilisant la commutativite du diagramme (D), on montre aisement que Qc est G\- 
invariant. Plus generalement, on montre que 1’application 


W c —» T 

(01, Z 2 , 03, Z 4 ) I-> T(<0i, 0 3 >) + t'(z 2 © Z 4 ) 

est G 1 -invariante. Dans la situation du § 2 . 2 . 1 . 2 , on a Gi = Aut((r © M) © Q). 
On pose 

G = Gf xG,x G r , 

qui agit a gauche sur Wc et Qc- 


3.2.2 Espaces de complexes de type 2 

3.2.2.1 Definition 

Soient Z 4 , Y 2 , T 2 , Z 3 , T, K , N des espaces vectoriels de dimension finie, et 

Wfi = (©1 © N) © (Y 2 © N) © (© 3 © N*). 

Soient 

v-.K® Y 2 —» Zi, 

// : iV © T 2 —» T, 

A : p 2 © Z 3 -■» T 2 , 

r : ©i © Z 3 —■> T 

des applications lineraires. On suppose que v induit une inclusion K C © F 2 * et que 
A est surjective. On suppose aussi que le diagramme suivant est commutatif : 


K © Y2 © Z 3 


v®Iz 3 
-> 


©1 © ©3 


(Z0) 


T 


iP © T 2 —^ T 


Soit Q' c C 1’ensemble des points (0i, 02,03) tels que 

r(<0i,0 3 >) =A(<0 2 ,03>) = 0, 

oil < > designe la contraction de IV. 

Soient Gl, G 0 , Gr des groupes. On suppose que 
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Gl opere lineairement a droite sur T, Z\ et K , 

Gr opere lineairement a gauche sur T, Z 3 et T 2 , 

Go opere lineairement a gauche sur K et lineairement a droite sur T 2 et V 2 . 

On suppose comme pour les complexes de type 1 que les actions des groupes sont com¬ 
patibles entre ellcs et avec les applications u, v', A et r. 


Definition 7 La donnee O' de Z\, Y 2 , T 2 , Z 3 , T, K, N, v, v', A, r et des actions de 
Gl, Go, Gr s’appelle un espace abstrait de complexes de type 2, et Q' c est 1’espace total 
de O'. 

3.2.2.2 Dictionnaire 

Dans la situation du §3.1, on a 

Z 1 = Hom(f,r), Y 2 = Hom(£',r), 

Z 3 = Hom(r, F), T 2 = Hom(f', T), 

T = Horn(i?, T) , K = Horn(£,£'), 
les applications u, //, A, r sont les compositions et 

Gl = Aut(£), Gr = Aut(jF), Go = Aut(£'). 


3.2.2.3 Groupes associes 

Les groupes G°r et Gr agissent a gauche de maniere evidente sur W' c , et Q' c est invariant 
par ces groupes. Soit G\ lc groupe constitue des matrices 

f 9 l 0 

V k g 0 

avec gL € Gl, go € Go, k E K (la loi de composition est evidente). Alors G[ agit a droite 
sur Zi © Y 2 : 

(- 1 , 1 / 2 ) (= (■Zig L + v{k®y 2 ),y 2 go ). 

Dans la situation du §3. 2 . 2 . 2 , on a G\ = Aut(£ © S'). 

On en deduit une action a gauche de 

G' = GL(N) x G\ op x G r 


sur W' c . On verihe comme dans le cas des complexes de type 1 que Q' c est G'-invariant. 
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3.2.3 Mutations 1 ==>- 2 

3.2.3.1 Mutations d’espaces abstraits de complexes 

On considere l’espace abstrait de complexes de type 1 O du §3.2.1. On va en deduire O', 

espace abstrait de complexes de type 2. Les espaces vectoriels Z 1; Z 3 , T de O' sont les 

memes que ceux de O. On prend 

N = M (B H, Y 2 = H\ T 2 = (H* ® Z 3 )/Z 4 , K = ker(u) C Z x ® H. 
L’application r de O' est la mcme que ccllc de O. 

L’application A : Y 2 ® Z 3 —■> T 2 est la projection H* ® Z 3 —■> (. H * ® Z 3 )/Z 4 . 

L’application v : K ® Y 2 —> Z\ est la composee 

K ®Y 2 C Z x ® H ®Y 2 = Z 3 ® H ® H* —■> Z x . 

Pour definir v' : K ® To —> T on part du diagramme commutatif suivant, deduit de 

(D') 

CT<SiIZa 

Zi® H ® Z 4 - Y z 2 ® Z 4 



Zi® H ® Z 3 ® H* T 

(tr designant la trace H ® H* —> (C et a provenant de 1’inclusion Z 4 C Z 3 ® H* 
deduite de a'). II en decoulc que 

(r ® tr) o a(ker(cr) ® Z 4 ) = {0}. 

Done r (8) tr induit une application lineaire 

ker(cr) ® ((Z 3 ® H*)/Z 4 ) = K®T 2 ^T 

qui est par definition //. 

La commutativite de (D 1 ) se verifie aisement. 

Les groupes Gr, Gl, G 0 de O' sont les memes que ceux de O et leurs actions sont 
evidentes. L’espace abstrait de complexes de type 2 O' est ainsi completement defini. On 
notera 

O' = A>(©)- 


3.2.3.2 Mutations de complexes 

Soit (0i, z 2 , 03, z 4 ) G Qc- On va en deduire une orbite G'.(0i, 0 2 ,03) de Q' c . 

- Definition de 0i G Z\ ® N : on prend 0o G Z\ ® H tel que cr(0 o) = z 2 , et 
0i = 0o + 0i G ( Z\ ® H) © ( Z\ ® M) = Z\ ® N. 
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- Definition de ip 2 £ Y 2 © N : on prend 

= Ih £ H* ®H C H* © (Af @H) = Y 2 ®N. 

- Definition de -0 3 6 © 3 © iV* : on prend 

^3 = </>3 + ^4 £ (©3 © Af*) © ©4 C (© 3 © Af*) © (© 3 © if*) = © 3 © N*. 

On verifie aisement que (V© ^ 2 , Vb) est un element de Qc defini a Taction pres du 
sous-groupe de G\ isomorphe a K, constitue des matrices 

a 

On a done defini une application 

D~o- 


k £ K. 


Qc — Q' c /G'. 


Lemme 3.4 Si x £ Qc 

cation 


et g e G, alors D 0 (gx ) = D 0 (x). Done D 0 induit une appli- 


D 0 : Qc/G — Q'c/G'. 


Verification immediate. □ 


3.2.4 Mutations 2 ==>- 1 

3.2.4.1 Mutations d’espaces abstraits de complexes 

On considere T espace abstrait de complexes de type 2 O' du §3.2.2. On va en deduire O, 
espace abstrait de complexes de type 1. On doit supposer que 

dim(iV) > dim(y 2 )- 

On note W'° c le sous-ensemble ©"-invariant de W' c constitue des (V© V© Vb) tels que 
-02 : V 2 * —■> N soit injective. Soit Q'° c = Q' c 0 W' Q C . 

On definit maintenant O. Les espaces vectoriels © 1; © 3 , T de © sont les memes que 
ceux de O'. On prend pour M un espace vectoriel de dimension dim(iV) — dim(V 2 ), et 

H = Y*, Z 2 = (© L © Y*)/K, © 4 = ker(A) C V 2 © Z 3 . 

©’application r de O est la merne que celle de 0 '. 

©’application a : Z v © H —> Z 2 est la projection Z\ © V 2 * —> (©! © Y£)/K. 
©’application o' : H © © 4 —> © 3 est la restriction de 

tr © I Z3 : H © H* © © 3 —♦ © 3 . 



24 


Jean-Marc Drezet 


Pour definir r': Z 2 ® Z 4 —> T on part du diagramme commutatif suivant deduit de 

{D') 


K 8 8 Z 2 


Ik 


K 8 To 




Zi 8 Y* ®Y 2 ®Zz 


r<g)tr 


T 


v designant l’inclusion K C Z\ 8 Y 2 * deduite de v. On a done 

(r ( 8 ) tr) o (v 8 Iy 2 ®z 3 )(K ® ker(A) = { 0 }, 


et r 8 ) tr induit done 

t' : ((Zi 8 Y 2 )/K) 8 ker(A) = 8 2 8 Z 4 —* T. 

La commutativite du diagramme (D) se verifie aisement. Les groupes G 0 , Gl et Gr de 
O sont les memes que ceux de O' et lours actions sont evidentes. L’espace abstrait de 
complexes de type 1 O est ainsi completement defini. On notera 

O = D'(©'). 

Proposition 3.5 On a Dqo D ' 0 (©') = ©' et D' 0 o D o (0) = ©. 

Immediat. □ 

3.2.4.2 Mutations de complexes 

Soit (- 01 , 0 2 , 03 ) e Q'° c . On va en deduire une orbite G .(0 i, z 2 , 03, z 4 ) de Qc- 

- Definition de 0 4 G Z\ 8 M : on fixe d’abord un isomorphisme entre M et un 
supplemental de l’image de 02 dans N : 

N = Y 2 © M. 

On prend pour 0i la composante de 0i dans Z\ 8 M. 

- Definition de z 2 G Z 2 : on prend la projection sur (Zy ®Y 2 )/K de la composante 
de 02 dans Z\ 8 Y 2 . 

- Definition de 03 G G M* : on prend la composante de 0 3 dans Z 5 8 M*. 

- Definition de z 4 G Z 4 : on prend z 4 =<0 2 ,0 3 >G ker(A). 
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On verifie aisement que (0i, Z 2 , 03, z±) est un element de Qc defini a Faction pres du 
groupe G\. 

On a done defini nne application 

Dj : Q'c —» Qc/G. 


Lemme 3.6 Si x E Q'% 

cation 


et g G G', alors D' 0 (gx) = D' 0 (x). Done D' 0 induit une appli- 


D’ a ■ Q'c/ G' —* Qc/G. 


Verification immediate. □ 


3.2.5 Theoremes d’isomorphisme 

Theoreme 3.7 On a D' 0 o D 0 = Iq c /g O D 0 ° D' 0 = Iq^/q,. 

Verification immediate. □ 

On a done obtenu une Injection canonique 

Qc/G — Q’c/G 1 . 

On suppose maintenant que les groupes sont algebriques, ainsi que leurs actions sur 
les espaces vectoriels dont il est question. On a alors : 


Theoreme 3.8 II existe un quasi-isomorphisme fort ca/io/iique de Qc vers Q'° c , au dessus 
de I’isomorphisme precedent. 


Demonstration. Le quasi-isomorphisme fort Qc —» Q'c es f defini par une seule carte, 
obtenue en utilisant une section de a. Le quasi-isomorphisme inverse est defini par 
des cartes indexees sur la grassmannienne Gr 0 des sous-espaces vectoriels de N de di¬ 
mension egale a celle de M. L’ouvert correspondant a Mo G Gr o est Fensemble des 
points (^i, - 02 , ^3) de Q'° c tels que Fimage de 1^2 '■ V 2 * — > N ne rencontre pas M 0 . Les 
verifications (fastidieuses) sont laissees au lecteur. □ 

On peut donner une version abstraite de la proposition 3.3, et obtenir des resultats 
analogues aux theoremes 3.7 et 3.8. 
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3.3 Application aux espaces de complexes 

Soient X une variete algebrique projective, p > 1 un entier, no,, n p des entiers positifs, 
et pour 0 < i < p, 1 < j < n i: £^ un faisceau coherent snr X et un espace vectoriel 
non nul de dimension finie. On pose, ponr 0 < % < p 


Si = 0 


1 <j<ni 


On suppose que les faisceaux £■' sont simples, et que 


Horn (£^,£P) = {0} 

si i > i', ou i = i', j > j'. Soit Qc la variete des complexes 

£o —> £\ —■» ... —> £ p . 

On pose £ t — 0 si i < 0 ou i > p. Soit ?' 0 un entier, avec 0 < i 0 < p. On pose 

S — £i 0 -i, r = £[ io \ M = M[ l0 \ ^=0 {£f o) ®Mf o) ), X = £ i0+1 , 

2<j<rii 

de telle sorte que les complexes precedents se mettent sous la forme 

• • • —* £i 0 ~2 —^ ^ (r ® m) © Q —> T —> £i 0 +2 —^ • • • 

On suppose que les conditions du §3.1.1 sont verifiees, ce qui definit lc faisceau £'. Soit 
Q' c la variete des complexes du type 


-> £ io -2 —>£®£' — >r®N ——> £ io+2 —»• • • 

et Q'q 1 ’ouvert de Q' c constitue des complexes tels que lc morphisme £' —> Y ® N 
induise une inclusion Hom(£ / ,r)* C N. Le groupe G (resp. G') operant sur Qc (resp. 
Q'c) est le produit des groupes d’automorphismes des termes des complexes. On generalise 
sans difficultes les resultats du §3.2 a ce cas et on definit de maniere evidente les mutations 
de complexes de Qc ou Q'° c (qui sont des complexes de Q'° c et Qc respectivement), et on 
obtient l’analogue du theoreme 3.8 pour les varietes de complexes. 
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4 Varietes de modules de complexes 

La construction des varietes de modules de morphismes de [||] est une application du 
theorenre 3.8. On donne ici une autre application de ce theorenre a la construction de 
varietes de modules de complexes. On travaille dans le language des faisceaux, ce qui 
donne des demonstrations plus explicites. II est evidemment possible de faire une version 
abstraite de la construction des varietes de modules, conmre dans ||. 

Soient Si, T\, T 2 , Gi des faisceaux coherents sur une variete projective X, et L 1; Mi, 
M 2 , N\ des espaces vectoriels de dimension finie. On s’interesse a des complexes du type 

Si®Li —» (Ti 0 Mi) © QF 2 0 M 2 ) — Ni. 

On fait les hypotheses suivantes : 

- Les faisceaux Si, Ti, T 2 et Gi sont simples, et Horrify, X \) = Hom(jT 1 ,^ 1 ) = {0}. 

- Le morphisme canonique 


Ti 0 Hom(^i,^ 2 ) —> 2 

est surjectif. On note Hi son noyau. 

- Le morphisme canonique 


Si 0 Hom(£i, Hi) —* H\ 
est surjectif. On note /Ci son noyau. 

- On a 

Ext 1 (F 2 ,Si) = Ext \Si,Hi) = Ext 1 {T 2 ,Fi) = {0}, 
Ext 1 (JE 2 , Xi) = Ext '(Hi,Hi) = Ext \Hi,Si) = {0}. 


Cette derniere hypothese entraine que les faisceaux Hi et /Ci sont simples. 

On se trouve dans la situation de la proposition 3.1 (avec S = £i0L 1 , Y — T \, 
M = Mi, Q = T 2 0 M 2 et T = Gi 0 Ni). On note Qc la variete des complexes du type 
precedent. Elle peut done etre vue comme l’espace total d’un espace abstrait de complexes 
de type 1. Le groupe G operant sur Qc est 


G = GL(Li) x Aut((jF 1 0 MQ 0 (X 2 0 M 2 )) x GL(Ni). 

On peut voir Aut((jF 1 0 MQ © {T 2 0 M 2 )) comme constitue de matrices du type 


avec ()\ G GL(Mi), g 2 G GL(M 2 ) et 0 G Hom(Hom(^ r 1 , FQ* 0 Mi,M 2 ). 
On pose 


a = dim (Horn (^i, X 2 )), b = dim(Hom(£i, Hi)). 
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4.1 Notions de (semi-)stabilite et varietes de modules de com¬ 
plexes 

Le groupe G possede deux sous-groupes importants : le premier est le sous-groupe normal 
unipotent maximal evident U, isomorphe au groupe additif 
Hom(Hom(j ?r i, ^ 2 )* <E> Mi,M 2 )). Le second est le sous-groupe reductif 

G red = GL(Li) x GL(Mi) x GL(M 2 ) x GL(Ni), 

dont l’inclusion dans G induit un isomorphisme G re d — G/H. 

L’action de G re d est un cas particulicr des actions etudiees dans [|[. On considere 
l’espace vectoricl 

W = Hom(£i 0 Li, (Fi 0 Mi) 0 (JF 2 0 M 2 )) x Hom((jT 1 0 Mi) 0 QF 2 0 M 2 ), Gi 0 Ad), 

dont Qc est une sous-variete fermee. L’action de G sur Qc setend de maniere evidente a 
W. 

Soient Ai, p 1 , p 2 , zq des nombres rationnels non nuls tels que 

Ai dim(Li) + pi dim(Mi) + p 2 dim(M 2 ) + zq dim (Ad) = 0. 


Definition 8 Un point (eft, i/j) de W est dit G re rf-semi-stable (resp. G red - stable j relative- 
ment a (Ai, pi, p 2 , zq) si pour tons sous-espaces vectoriels L[ C Li, M[ C Mi, M 2 C M 2 , 
Ad C Ad, avec (L[, M 2 , N[) 7 ^ (Li, Mi, M 2 , Ad) ou ({0}, {0}, {0}, {0}), tels que 

<l>(£i 0 L[) c [T _1 0 M[) 0 QF 2 0 M'), ^((^1 0 M[) © {J= 2 0 M')) c^i0 N[, 

on a 

Ai clim^) + pi dim(M{) + p 2 dim(M 2 ) + zq dim(Ad) < 0 (resp. < ). 

On dit que (Ai, pi, p 2 , zq) est une polarisation de l’action de G sur W (ou Q c )■ On 
note Wj f e d (resp. W( ed ) 1’ouvert de W constitue des points G> e( rsemi-stables (resp. G red - 
stables). Soient Qc, re d = Wred O Qc, Qc,red = W(! ed fl Qc- D’apres il existe un bon 
quotient W^ d //G et un quotient geometrique lisse W( ed /G. Par consequent il existe 
aussi un bon quotient Qc re d//&■ Mais ce n’est pas le quotient que nous recherchons. 

Definition 9 Un point x de W est dit G-semi-stable (resp. G-stablej relativement a 
(Ai , pi, p 2 , zq) si tous les points de Uorbite H.x sont G red -semi-stables (resp. G red -stables). 

On note W ss (resp. W s ) l’ouvert de W constitue des points G-semi-stables (resp. 
G-stables). Soient Q s q = W ss 0 Qc, Qc = O Qc- On cherche a prouver l’existence 
de quasi-bons quotients Qc //G. De tels quotients seront appeles des varietes de modules 
de complexes. 

On montre aisement que si W s est non vide on doit avoir 
Ai >0, v 1 < 0, p\ dim(Mi) + zq dim (Ad) < 0, p 2 dim(M 2 ) + zq dirn(Ad) < 0. 

On supposera par la suite que ces inegalites sont verifiees. 
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4.2 Mutations et polarisations associees 

4.2.1 La premiere mutation 

3.2.1.1 - Definition 
Soit 

(*) £i © Li (Pi © M x ) © (P 2 © M 2 ) © iVi. 

un complexe. Une premiere mutation donne un complexe 

(**) (Si © Li) © (Hi © M 2 ) Pi © Pi —© N u 


avec 

Pi = (Horn(Pi, P 2 ) © M 2 ) © AP. 

Le groupe operant sur la variete <50 de ces complexes est 

G' = Aut((£i © LQ © (Hi © M 2 )) x GL(Pi) x GL(AT 1 ). 

Le groupe Aut((£i © Lfi) © (Hi © M 2 )) est constitue de matrices 

0> ) 

W 92)' 

avec f]{ G GL(LQ, g 2 G GL(M 2 ), 0 G Hom(Hom(£i, Tp)* © Li,M 2 ) (on a 
Horn^i,^) = (0), a cause du fait que Ext 1 (p 2 ,£ 1 ) = Hom(P 1 ,£ 1 ) = {0}). Le complexe 
(**) n’est pas unique, mats sa G'-orbite Test. 

Decrivons maintenant une mutation du complexe (*). Le morphisme 

0i : Si © Li —> T x © P 1 


est la somme de 


/1 : Si © L\ —> Pi © Mi 


et d’un relevement de / 2 : S\ © Li —> P 2 © M 2 en un morphisme 
Si © L\ —> Pi © Hom(Pi, P 2 ) © M 2 . Un tel relevement est possible car 
Ext 1 (Si,H\) = {0}. Le morphisme 


02 : H\ © M 2 —> Pi © Pi 


est egal a a © Im 2 , oil a est V inclusion H\ —> Pi © Hom(P 1 ,P 2 ). Le morphisme 0 est 
egal a f]\ sur © Afi, et sur © Hom(Pi, P 2 ) © M 2 , c’est la composee 


Pi © Horn(P 1; P 2 ) © M 2 


P 2 © M 2 


92 


* 0i © -A0. 
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3.2.1.2 - (Semi-)stability dans Q' c 

On definit comme pour les complexes de type (**) une notion de (semi-)stabilite, 
dependant d’une suite (ay, a 2 , 0 i, 71 ) de nombres rationnels telle que 

ay dim(Li) + a 2 dim(M 2 ) + Pi dim (Pi) + 71 dim(iV 1 ) = 0. 

Soient G' red les sous-groupe reductif canonique de G', et H l le sous-groupe normal unipo- 
tent maximal isomorphe au groupe additif Hom(Li © Hom(£i, "Hi), M 2 ). La G' red - 
(semi-)stabilite relativement a (ay, a 2 , Pi, 71 ) est encore un cas particular des actions 
etudiees dans 0 : le complexe (**) est G' red - seini-stable (resp. G( e(r stable) si pour tous 
sous-espaces vectoriels L( c Li, M' 2 C M 2 , P[ C Pi, C JVj, avec 
(L[, M', Pi N[) ^ (Li, M 2 , Pi, Ni) on ({0}, {0}, {0}, {0}), tels que 

(0i, <j> 2 )((Si © Li) © (Hi © M ' 2 )) C Pi © P[, 0(P 1 ® Pi') C Qi © N[, 


on a 


oli dim(M() + a 2 dim (M 2 ) + Pi dim(P 1 / ) + 71 dim(jV{) < 0 (resp. < ). 

Le complexe (**) est G'-semi-stable (resp. G'-stable) si tous les points de sa P'-orbite 
sont G'(. ed -semi-stables (resp. G(, ed -stables). 

Soient L[ C L 1 , M( c Mi, M 2 C M 2 , N[ C Ni des sous-espaces vectoriels tels que 

(fi, f2)(S 1 ® Li) C (Pi (8) M[) © (P 2 ® M ' 2 ), (gi, <72) ((Pi © M[) © (P 2 © M 2 )) C Gi © K 

On pose 

P[ = (Horn(Pi, P 2 ) © Mi) © M[. 

Le relevement de / 2 peut etre choisi de telle sorte qu’il envoie E\ © L( dans 
Pi © Horn (Pi, P 2 ) © M 2 . On a alors 

(0i, 0 2 )((£i © L() © (Hi © M ' 2 )) C Pi © P(, 0(Pi © Pi) C Qi © N[. 

Soit (Ai,/ri,/r 2 , iq) une polarisation de l’action de G sur Qc- On pose 

o-i — Ai, ay = /i 2 — a/r 1 , Pi — iii, 71 = zq. 

On deduit immediatement de ce qui precede la 


Proposition 4.1 le complexe (**) est G' red -semi-stable (resp. G' red -stable) relativement 
a ( 07 , ay, Pi, 7 i), alors (*) est G-semi-stable (resp. G-stable) relativement a 

(X\, Pl, jl 2 , zq)- 


On voit aisement que si ()(■ est non vide, alors on a 


/i 2 > a/i 1. 
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4.2.2 La seconde mutation 

3.2.2.1 - Definition 

Une seconde mutation donne, partant du complexe (**), un complexe du type 
(***) K, X ®M 2 £i©Qi —Pi® Pi —> Q x ® N u 


avec 

Qi = (Hom(^i, Hi) © M 2 ) © Li. 
Le groupe operant sur la variete Q" c de ces complexes est 


G" = GL(M 2 ) x GL(Qi) x GL(Pi) x GL^NQ, 


qui est reductif. Notons qu’ici la mutation est uniquement determinee (a partir de (**)). 

Decrivons maintenant une mutation du complexe (**). Le morphisme est egal a 
o' © Im 2 , oil o' est l’inclusion /Ci C Si © Hom(£i,7di). Posons 


= 


(ttl 

W21 


0 i 2 \ 

04 r 


relativement aux decompositions 


P\ — (Hom(^i, J~fi) © M 2 ) © Mi, Q 1 — (Hom(<P[, Hi) ® M 2 ) © L\ 


On a 

Le morphisme 04 provient de l’application canonique 

Rom(£i,Hi)®Rom(£i,Pi)* —* Hom(Pi, P 2 ), 

cornpte tenu de l’isomorphisme canonique Horn(Pi, P 2 ) — Hom(7ti, Pi)*. On a enfin 

'021 = 0. 


3.2.2.2 - (Semi-)stabilite dans Q0 

On definit comme pour les complexes de type (*) une notion de (semi-)stability 
dependant d’une suite (<5, e, 6 , p) de nombres rationnels telle que 


5 dim(M 2 ) + e dim(Qi) + 0 dim(P 1 ) + p dim(iV 1 ) = 0. 


La G ,, -(semi-)stabilite relativement a (S,e,9,p) est encore un cas particulier des actions 
etudiees dans |J : le complexe (* * *) est (P-semi-stable (resp. CP-stable) si pour tous 
sous-espaces vectoriels M' 2 C M 2 , Q[ C Q 1 , P[ C Pi, N[ C N\, avec 
(Mfi Q[, P[, N[) fi (M 2 , Qi, P u Nfi on ({0}, {0}, {0}, {0}), tels que 


0(/C 1 © M'fi) C Si © Qi, fi\Si © Qi) C Pi © Pi, 0(Pi © P[) C Qi © N[, 
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on a 

5+ edim(Q , 1 ) + 0dim(P 1 / ) + pdirn(jV() < 0 (resp. < ). 

Soient L[ C L\ , M{ C M 1; M' 2 C M 2 , N[ C IVi des sous-espaces vectoriels tels que 

(A, / 2 )(£i 8 ) L[) C (Pi 0 MO © (P 2 ® MO, (<?i, <? 2 )((Pi 0 MO © (P 2 0 M')) C & 0 
On pose 

P( = (H 0 m(P,, P 2 ) 0 MO © M [, g; = (Hom^i, Wi) 0 MO © L' r 

Comme dans le § 3. 2 . 1 . 2 , le relevement de A peut etre choisi de telle sorte qu’il envoie 
S\ 0 L[ dans Pi 0 Horn (Pi, P 2 ) 0 M' 2 . On a alors 

^(/Ci 0 mo c£i 0 go i\)\Si 0 go c p x 0 pO 0 p[) c£ 10 iv(. 

Soit (Ai,/ii,p 2 , z'i) une polarisation de Taction de G sur g^- On pose 
5 — H 2 ~ apibX u e — Xi, 6 = p lf p = v x . 

On deduit immediatement de ce qui precede la 

Proposition 4.2 Si le complexe (* * *) est G"-semi-stable (resp. G"-stable) relativement 
a (6,6,9,p), alors (*) est G-semi-stable (resp. G-stable) relativement a (Ai, pi, p 2 , z'i). 

On voit aisement que si Qq est non vide, alors on a 

p 2 > ap i + bXi. 

Notons que si Q s c est non vide, cette condition est plus forte que cello que Ton avait 
trouvee en supposant que Qq est non vide. 

4.3 Cas d’equivalence des (semi-)stabilites et construction des 
varietes de modules 

4.3.1 Definitions de constantes 

On definit ici des constantes qui interviendront par la suite. Elies ont deja ete definies et 
utilisees sans ||. On considere Tapplication canonique 

r : Horn (Pi, Qi)* 0 Horn (Pi, P 2 ) —■» Hom(P 2 , Qi)*. 

Pour tout entier positif k, soit 

T k = r 0 I c k : Horn (Pi, Qi)* 0 (Hom(P 1 , P 2 ) 0 <L k ) —> Hom(P 2 , Qi)* 0 <L k . 

Soit G k Tensemble des sous-espaces vectoriels propres K de Hom(Pi,P 2 ) 0 (C A tels que 
pour tout sous-espace vectoriel propre Tc I k , K ne soit pas contenu dans 
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Hom(^ r 1 , P 2 ) 8 V. On pose 


Ci(k) = sup ( 
KeG k 


coclim(r fc (Hom(jF 1 , p 2 ) < 8 > K )), 


codim(/i) 

On definit de meme 02 (h), qui correspond a l’application canonique 

t' : Hom(^ 1 ,/' 1 )* ( 8 ) Hom(£ 1 ,7Y 1 ) — ■> Hom(^ r 1 , p 2 ), 

provenant de l’isomorphisme canonique Hom(7' 1 , J 2 ) — Horn(7 -ii.TQ* 
II est clair qu’on a 

ci(k + 1 ) > ci(k), c 2 (k + 1 ) > c 2 (k). 


4.3.2 Equivalence des (semi-)stabilities 
Proposition 4.3 On suppose que 


I-I2 > (b 


a 

c 2 (m 2 ) 


)Ar- 


aci(m 2 )ui. 


Alors le complexe (*) est G-semi-stable relativement a (Ai, /q, p 2 , v\) si et seulement si 
(* * *) est G"-semi-stable relativement a (5, e, 6, p). 


Demonstration. D’apres la proposition 4.2, il suffit de montrer que si (* * *) n’est pas 
G"-semi-stable, (*) n’est pas G-semi-stable. 

On suppose que le complexe (* * *) n’est pas semi-stable. Soient M 2 c M 2 , Q[ C Q 1 , 
P( C Pi, N( C Ni des sous-espaees vectoricls, de dimensions respectives m 2 , q(, p(, n \, 
tels que 


^(TCi ®M' 2 ) c £i®Q'i, 


^'(£i 8 Q[) cfi® Pi, <$>(T X 8 P[) pQi® N[, 


et 


s = 6m , 1 + eq( + dp[ + pn\ > 0 . 


En faisant agir le sous-groupe unipotent H de G on se rarnene au cas oil 


Pi = X © M [, 


X etant un sous-espace vectoriel de Hoiii^i, JF 2 ) 8 ) M 2 . En changeant eventuellement le 
relevement de f 2 servant a definir (pi, on se rarnene au cas oil 


Q\ = Y@L'i, 


Y etant un sous-espace vectoriel de Hom^i, Hi) 8 M 2 . Soit M" le plus petit sous-espace 
vectoriel de M 2 tel que 

Y C Hom(jF 1 , P 2 ) 8 M 2 . 
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Montrons qu’on peut aussi supposer que M" est le plus petit sous-espace vectoriel de 
M 2 tel que 

X C Horn(£ 1; Hi) ®M". 

D’abord on a X C Hom(£i,Hi) 8 M" : cela decoule du fait que pour toute droite L de 
Hom(^i, Hi), la restriction de r' a Hom(£i, Hi)* ( 8 ) L est non nulle (ceci resultant du fait 
que Hi C Hi 8 ) Hom(Hi,Hi)*. D’autre part on peut, puisque e = Ai > 0, remplacer X 
par ■0ii _ 1 (y) fi (Hom(£’i,Hi) 8) M 2 ), ce qui assure la minimalite de M ". 

Soit 

H" = <K(Hom(Hi,H 2 )8M")®M0. 

Alors on a 

(/i, / 2 )(fi ® ^i) C (Hi 8 M[) © (H 2 8 M"), 8 M() © (H 2 8 M")) C ^8 H". 

Posons /'i = dim(Hi), m\ = dim(M(), n" = dim(N"), m" = dim(M 2 ) et 


t = Ai/'i + /Jr/rq + /J 2 m" + //in". 


Alors on a 


t = s + 5(m 2 — m g) + e(&m 2 — x) + 6 *(am 2 — y) + p(n" — n'J. 
Pour montrer que (*) n’est pas semi-stable, il suffit done de montrer que 

u = S(rri 2 — m' 2 ) + e(bm" 2 — x) + 6 >(am 2 — y) + p(n" — %) > 0 . 


C’est evident si am 2 — y = 0, car alors n" — n'i = 0. On peut done supposer que 
am" — y > 0, ce qui entraine c 2 (m 2 ) > 0. On a alors 


// / ^ 
m 2 — m 2 > 


am 2 — y 


bm'n — x > 


am,, 


y 


c 2 (m 2 ) 


, n" - n'i < ci (m^) ( am 2 ~ V ) • 


Done 

(5 6 

u > (am" -?/)(- + + 0 + pci(m 2 )), 

e’est-a-dire 

u > (am '2 -7^pr)^i + ^ici(m 2 )). 

a a c 2 (m 2 ) 

On en deduit la proposition. □ 

Remarque : En general, on a 


b — 


a 

c 2 (m 2 ) 


< 0 . 


C’est lc cas par exemple si t' est stable pour Paction du groupe reductif 
S'L(Hom(fi,Hi)) x SL{ Hom(Hi,H 2 )). 
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4.4 Projectivite des varietes de modules 

4.4.1 Definition d’une constante 

Soient 

t" : Pi)* ® Hom^, QQ* ® Hom(/Ci, SQ* —> Hom(f 2 , 0Q* 

1 ’application lineaire definie par : 

T " = TO (r' <® / H om(^i,Ci)*)> 


et pour tout entier positif k, 

T k = t" ® Iq-k. 

Soit G'l 1’ensemble des sous-espaces vectoriels propres K de Hom(/Ci,£i)* <® (P tels que 
pour tout sous-espace vectoriel propre V de C fc , K ne soit pas contenu dans 
Hom(/C 1 ,£ 1 )* ® V. On pose 


c(k) 


coclim(r^(Hom(^, PQ* ® Hom(jT 1) QQ* ® K)) 
^ codim (K) 


On montre aisement qu’on a 

c(k) < c 1 (k)c 2 (k). 


4.4.2 Projectivite 

Theoreme 4.4 II existe un quasi-bon quotient Q^f/G, qui est une variete projective, si 
les conditions suivantes sont realisees : 

1 - On a 

p 2 — aviCi{m 2 ) >0, p 2 ~ (I P i — b\i > 0. 

2 - Si pi < 0 et Ai + u\cpn 2 ) + pic 2 {m 2 ) < 0, alors 


p 2 - api + buic(m 2 ) + bpic 2 (m 2 ) > 0. 


Demonstration. Le bon quotient Q" s ^//G existe et est projectif, car G" est reductif. 
D’apres lc theoreme 3.8 et la remarque qui suit la proposition 4.3, le quasi-bon quotient 
Qq//G existe et est projectif si Q" S q est contenu dans l’ouvert U de Q" c contenant les 
orbites des mutations des points de Qc ■ Compte tenu des deux etapes de mutations, on 
va caracteriser les complexes 

/Ci ® M 2 £i ® Qi Pi ® Pi —> Q i <g> Ni 

non contenus dans U. Soit 


/ : Hom(/C 1 ,£ 1 )* ® M 2 —> Qi 
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1’application lineaire deduite de ip. L’application lineaire 

g : Hom(/Ci, Si)* 8> Hom(^, Pi)* 8> M 2 —■> Pi 

deduite de ip et ip' se factorise de la fagon suivante : 

Hom(/Ci, Si)* < 8 > < 8 > M 2 — 1 —■> Horn (Pi, P 2 ) < 8 > M 2 —-—■> Pi, 

compte tenu des isomorphismes 

Hom(/C 1 , Si)* ~ Rom(Si,Hi), Hom(Pi,P 2 )* ~ 

Alors, (ip,ip',(p) n’est pas dans U si et seulement si une des deux proprietes suivantes est 
verifiee: 

- L’application lineaire / n’est pas injective. 

- L’application lineaire / est injective, et f n’est pas injective. 


Supposons que / n’est pas injective. Soit M! 2 lc plus petit sous-espace vectoriel de M 2 
tel que 


ker(/) C Hom(/Ci, Si)* < 8 > M' 2 . 


Soient 

d — dim(ker(/)), p — dim(ker(r') ® M' 2 + Hom^, Pi)* <8> ker(/)), m^ — dim^M^). 
Alors on a 

bm' 2 dim(Hom(£ 1 , Pi)) — p = codim((r / ( 8 ) / M ')(Hom(£ 1 , Pi)* 8 > ker(/))). 

II en decoule que 


brn 2 dim (Horn (p, Pi)) — p < c 2 (m' 2 )(bm 2 — d ). 


Soit 

F : Hom(^, Pi)* < 8 > Qi —■> Pi 
Lapplication lineaire deduite de ip', et 

G : Horn (Pi, Gi)* ®Pi —>Ni 

l’application lineaire deduite de <p. Posons 

Q'l = Im(/), P[ = P(Hom(£i, P i)* 8 ) Q[). 


Alors on a 


dim (Q[) = &m ' 2 dim(Hom(£i, Pi)) — p. 
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II resulte de la factorisation precedente de g qu’on a 

dim(P 1 / ) < c 2 (m 2 )(brri 2 — d). 

De meme, l’application lineaire 

Hom(^, Ti)* 8 Hom^, QQ* 8 Horn(/C|, SQ* 8) M 2 —■> iV, 
deduite de i/j, ip', (p se factorise par r" 8 Im 2 , et il en decoule que 

dim(N[) < c{m' 2 ){bm' 2 — d). 

Posons 

x — 8 clin^M^) + e dim(Q / 1 ) + 6 dim(P 1 / ) + p dim(AT{). 

II faut montrer que x > 0, ce qui montrera que (if;, (f>) n’est pas semi-stable. On a 

x > (/i 2 — ap i — b\i)m' 2 + (Ai + uic(m 2 ))(bm 2 — d) + pi dim(P 1 / ). 

II decoule aisement des conditions 2- et 3- du theoreme que x > 0. 

Si / est injective, mats pas /', on deduit de meme de la condition 1 - du theoreme que 
(ij), i/j', 4>) n’est pas semi-stable. □ 

4.5 Exemple 

Soient n > 2 un entier et V un espace vectoricl de dimension n+1. On va etudier des 
complexes sur P n = P(V), du type 

0(- 2 ) —> (0(- 1) 8 MO © O — OQ), 

ou M\ est un espace vector iel tel que 0 < dim (Mi) < n + 1. 

On a 

ci(l)= 0 , c 2 (l) = P-, c(l) — 0 . 
n + 2 

Cornpte tenu du theoreme 4.4, en supposant que \\ — 1, on obtient un quasi-bon quotient 
projectif des que pi, p 2 sont positifs, V\ negatif, et 

. _ rc(ra-l-l) 

p 2 > (n + l)pi H-—-• 

Pour ces valeurs de la polarisation, les quotients sont tous les mernes, On n’obtient done 
dans ce cas qu’un seul quasi-bon quotient projectif. 

Traitons plus precisement lc cas de P 2 , avec rri 1 = 3. On montre aisement que Qc est 
irreductiblc. En cas d’existence de points stables, les quotients seront done des varietes 
irreductibles de dimension 6 . 

Un complexe 

0(-2) —> (0(- 1) 8 I 3 ) © O —1 0( 1) 
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equivaut a une paire 
on Zi G V *, qi G S 2 V*, et 


(( 21 , 22 , 23 , 90 ), ( 91 , 92, 93, 2 0 )), 


q 0 z 0 + q\Z\ + q 2 z 2 + q 323 = 0. 

L’ouvert de Qc ou zi, z 2 , z 3 sont lineairement independants est non vide. Pour un 
complexe dans cet ouvert, on peut se ramener, en faisant agir le sous-groupe unipotent 
maximal, an cas ou q 0 = 0 . II en decoiile immediatement que s’il existe des complexes 
stables, on doit avoir 

1^2 > 0 . 

II n’existe en fait que trois quotients projectifs distincts, qui correspondent aux cas oil /q 
est negatif, nul, 011 positif. Dans les deux cas oil //1 est non nul, la semi-stability d’un 
complexe entraine sa stabilite. 

Le cas oil //1 > 0 est celui qu’on peut traiter en appliquant directement le theoreme 
4.4. Dans ce cas un complexe x est stable seulcment si le morphisme de gauche est non 
nul, z 0 7 ^ 0, et si pour tout complexe dans la H- orbite de x, defini par la paire 

((zi,z 2 ,z 3 ,q' 0 ), (q[,q 2 ,q 3 ,z 0 )), 

q[, q ' 2 et q 3 sont lineairement independants. Le quotient existe et est projectif. II est non 
vide, car si (zi,z 2 ,z 3 ) est une base de V*, le complexe defini par 

((21, z 2 , z 3 ), (z 3 , -z 2 z 3 , z\ - z\z 3 , z{)) 

est stable. 

Le cas oil /q < 0 ne peut pas etre traite directement (mais on peut le faire en 
considerant les complexes duaux). Dans ce cas, un complexe defini par 

((21,22,23,90), (91,92,93,20)) 

est stable si et seulcment si (q, z 2 , z 3 ) est une base de V*. On peut donner une description 
complete du quotient, qui est isomorphe a la variete X suivante : soient (zi, z 2 , z 3 ) une 
base de V*, E le sous-espace vectoriel de S 2 V* ® (C 3 constitue des triplets ( 91 , 92 , 93 ) 
tels que 

2i9i + 2292 + Z 3 q 3 = 0, 

H' le sous-espace vectoriel de V* <g> C 3 constitue des triplets (f> 2 , (f> 3 ) tels que 

4>izi + 4>2 z 2 + 4> 3 z 3 = 0 . 

On a un morphisme injectif de fibres vectoriels sur Po = P(V*) : 

4 > : 0(~1)®H' —> 0®E 

Zo ® (01, 02, 03) 1 -» (2 O 01, 2q02, 2q0 3 ) 


On prend alors 


X = P(coker(4>))). 
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5 Varietes de modules de morphismes 

Soient S X , S 2 , T\ des faisceaux coherents sur une variete projective X, et Mi, M 2 , Ni des 
espaces vectoriels de dimension finie. On pose 

a = dim(Hom(£!, S 2 )), mi = dim(Mi), m 2 = dim(M 2 ), ni = dim(iV 1 ). 

On s’interesse a des morphismes du type 

(*) {Si 0 Mi) 0 {S 2 0 M 2 ) Ti ®Ni. 

On fait les hypotheses suivantes : 

- Les faisceaux Si, S 2 , T\ sont simples, et 

Hom(^ 2 , = Hom(^ r 1 ,£ 1 ) = Hom(^j,£ 2 ) = {0}. 

~ Le morphisme canonique 

Si 0 Horrify,, S 2 ) —> S 2 

est surjectif. On note Hi son noyau. 

- On a Ext 1 (£^ 2 ,£i) = {0}, ce qui entraine un isomorphisme canonique 

Hom(Hi, Si) ~ Hom(^!,£ 2 )*. 


On se trouve dans la situation de la proposition 3.1, avec S = 0, F = Si, M = Mi, 
G = S 2 ® M 2 , T — Ti 0 Ni. On a dans ce cas 

Qc = W c = Hom((£i 0 Mi) 0 (S 2 0 M 2 ),tF x 0 N x ). 

Le group e G operant sur Wc est 

G = Ant {{Si 0 Mi) © (S 2 0 M 2 )) x GL(N x ). 

On peut voit Aut((£i 0 M x ) 0 {S 2 0 M 2 )) comme constitue de matrices du type 


avec (j\ G GL(Mi ), g 2 G GL{M 2 ) et 0 G Hom(Hom(^ 1 ,£’ 2 )* 0 M X ,M 2 ). Les mutations 
des morphismes (*) sont decrites au § 5.2. On les appelle des mutations directes car 
dies nous ramenent immediatement a une action d’un groupe reductif, et permettent de 
construire les varietes de modules de morphismes. C’est la methode appliquee dans |5| 
(les resultats sont rappeles dans le §5.2). 

On peut appliquer la proposition 3.1 d’une autre maniere. C’est simple a voir si £\. S 2 
et T\ sont localement libres : les complexes de type (*) sont equivalents a des complexes 
du type 

0 n* —> {s* 0 m; ) © {SI 0 M *), 

et on applique la proposition 2.1 en prenant S = 0 N{, V — S 2 , M — M£, 

G = S{ 0 M*, T = 0 . Les mutations obtenues sont des morphismes de type (*) (avec 
d’autres faisceaux et d’autres espaces vectoriels). On peut ensuite appliquer la mutation 
directe a ces morphismes, et on obtient de nouveaux quotients (cf. §5.3). 
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5.1 Notions de (semi-)stabilite et varietes de modules de mor- 
phismes 

Le groupe G possede deux sous-groupes importants : le premier est le sous-groupe normal 
unipotent maximal evident H, isomorphe au groupe additif 
Hom(Hom(£ 1 , £ 2 )* < 8 > M 1 ; M 2 )). Le second est le sous-groupe reductif 

G red = GL(Mi) x GL{M 2 ) x GL(N!), 

dont l’inclusion dans G induit un isomorphisme G re d — G/H. 

L’action de G re d est un cas particular des actions etudiees dans ||. Soient Ai, A 2 , /i 1 
des nombres rationnels non nuls tels que 

Ai dim(Mi) + A 2 dim(M 2 ) — p\ dim(iVi) = 0. 


Definition 10 Un point (/i,/ 2 ) de Wc est dit G rec rsemi-stable (resp. G re <rstable ) rela- 
tivement a (Ai, A 2 , pi) si pour tous sous-espaces vectoriels M[ C M 1; M' 2 C M 2 , N[ C iV 1; 
avec ( M[, M 2 , N [) ^ (Mi,M 2 ,Ni) ou ({0}, {0}, (0}) 7 tels que 

/i(fi ® M[) C ® N[, f 2 {S 2 ® M' 2 ) C 0 N[, 

on a 

Ai dim (id,) + A 2 dim(M 2 ) — /i\ dim(iV() < 0 (resp. < ). 

On dit que (Ai, A 2 , /xi) est une polarisation de Taction de G sur Wc- On note Wrf red 
(resp. Wc red ) Touvert de Wc constitue des points G> e <rsemi-stables (resp. G re d-stables). 
D’apres 0, il existe un bon quotient W^ dC //G et un quotient geometrique lisse 
Wc tre d/G. Mais ce ne sont pas les quotients que nous recherchons. 

Definition 11 Un point x de Wc est dit G-semi-stable (resp. G-stablej relativement a 
(Ai, A 2 ,//i) si tous les points de I’orbite H.x sont G red -semi-stables (resp. G re d-stables). 


On note W(f (resp. TT£) Touvert de Wc constitue des points G-semi-stables (resp. G- 
stables). On cherche a prouver Texistence de bons quotients Wq//G. De tels quotients 
seront appcles des varietes de modules de complexes. 

On montre aisement que si W s est non vide on doit avoir 

Ai > 0, A 2 > 0, pi > 0. 

On supposera par la suite que ces inegalites sont verifiees. On peut alors normaliser la 
polarisation, c’est-a-dire supposer que 

1 


Ai dim(Mi) + A 2 dim(M 2 ) = 1 , pi 


dim (Mi) 
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5.2 Construction des varietes de modules par les mutations di- 
rectes 

La mutation de (*) est un complexe 

(**) Hi ® M 2 —£ 1 0 Pi Pi ® Pi, 

avec 

Pi = (Hom(£i, £ 2 ) ® M 2 ) © Mi. 

Le morphisme 0i est defini par l’inclusion 

Hom(?ti, £± )* ® M 2 = Hom(£i, £ 2 ) ® M 2 C Pi. 

Le morphisme <j) 2 provient d’une application lineaire 

P: Hom(£i,Pi)*®Pi —» Pi, 

qui est egale a cclle deduite de /i sur Hom(£i,Pi)* ® Mi. Sur l’autre facteur, P est la 
composee 

Hom(£i, Pi)* ® Hom(£i, £ 2 ) ® M 2 —■> Hom(£ 2 , Pi)* ® M 2 —» Pi, 
la premiere application provenant de la composition 

a : Hom(£i,£ 2 ) ® Horn (£ 2 , Pi) —■> Horn(£i, Pi), 

et la seconde de / 2 . 

Le groupe operant sur la variete Q' c des complexes (**) est 

G' = GL(M 2 ) x GL(P i) x GL(Pi), 

qui est reductif. Line notion de (semi-)stabilite pour les points de Q' c est definie par une 
suite (a, (3, 7 ) de nombres rationnels non nuls telle que 

a dim(M 2 ) + (3 dim(Pi) + 7 dim(Pi) = 0. 

Un complexe {(j>i,<f> 2 ) de type (**) est semi-stable (resp.stable) rclativement a (a, (3, 7 ) si 
et seulement si pour tous sous-espaces vectoriels 

M' C M 2 , P[ C Pi, N[ C Pi, 

avec (Mg, P(, N[) ^ (M 2 , Pi, Pi) ou ({0}, {0}, {0}), tels que 

tiiHi <g> M') C fi <g> P(, 0' 2 (£i ® P[) CPi® P(, 

on a 

a dim(M^) + /3dim(P 1 ') + 7 clim(P() < 0 (resp. < ). 
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S’il existe des complexes stables on doit avoir 

a > 0 , 7 > 0 . 

Soient M[ C M x , M! 2 C M 2 , N[ C Ah des sous-espaces vectoriels tels que 
fi{£i 0 M{) C Pi 0 f 2 (S 2 0 M') C Pi 0 iV'. 

On pose 

P; = (Hom(^^ 2 )®M')©M;. 

On a alors 

01 (Hi 0 M') C00 Pi', 0 2 (^i 0 Pi') C Pi 0 JV(. 

On suppose que 

o = A 2 — uAi, (3 = Ai, 7 = —p x . 

On a alors 

a dim(M 2 ) + (3 dim(P 1 / ) + 7 dim(lV{) = Ai dim(M() + A 2 din^MO — //1 dim(JV{). 

On en deduit immediatement la 

Proposition 5.1 Si le complexe (**) est semi-stable (resp. stable) relativement a 
(a, (3, 7 ), le complexe (*) est G-semi-stable (resp. G-stable) relativement a (X x , X 2 , p x ). 

Pour continuer on utilise une constante analogue a cclles qui ont ete definies au §4.3.1. 
On considere l’application canonique 

r : Hom(£i,Pi)* 0 Hom(£i,£ 2 ) —* Hom(£ 2 ,Pi)*- 

Pour tout entier positif k, soit 

Tk = t 0 I € k : Hom(£i,Pi)* 0 (Hom(£i,£ 2 ) 0 —* Hom(£ 2 ,Pi)* 0 C fc . 

Soit Gk 1’ensemble des sous-espaces vectoriels propres K de Hom(£i,£ 2 ) 0 (C fc tels que 
pour tout sous-espace vectoriel propre V C (L k , K ne soit pas contenu dans 
Hom(£i,£ 2 ) 0 V. On pose 

codim(r fc (Hom(fi, S 2 ) 0 K)) 

COW = SU P (- A . Tt7\ -)• 

KeG k co dim (P) 

On demontre dans |J le 

Theoreme 5.2 Si 

7 ^ > a, X 2 > —c 0 (m 2 ), 

Ai n x 

il existe un bon quotient projectif W(?//G, et un quotient geometrique Wq/G, qui est 
un ouvert de W(f//G. 


On montre en fait que sous les hypotheses du theoreme, la reciproque de la proposition 
5.1 est vraie. On peut conclure en utilisant le theoreme 3.8. 
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5.3 Mutations indirectes 

5.3.1 Definition et premieres proprieties 

On utilise maintenant la deuxieme maniere d’effectuer des mutations constructives. 
Comme indique au debut du § 5, c’est plus facile a voir si Si, S 2 et T\ sont localement 
libres. Mats les constructions etant purement formelles, il n’est pas necessaire de faire 
cette supposition. On fait les hypotheses supplementaires suivantes : 

- Le morphisme canonique 


Si —> S -2 8 Hom(£i, S 2 )* 
est injectif. Soit Q\ son conoyau. 

— La composition 


o : Hom(£i,£ 2 ) ( 8 ) Hom(£ 2 ,.Fi) —> Horn(£i, T\) 


est surjective. 

- On a Horn (iFi,Gi) = {0}. 


Cette derniere hypothese n’est pas strictement indispensable, on le verra plus loin. On a, 
puisque Ext 1 (£’ 2 ,^i) = {0}, un isomorphisme canonique 

Horn (S 2 ,Gi) — Hom(£i,£ 2 )*. 

Line mutation d’un morphisme (*) est un morphisme 

(***) S 2 ®Qi {Qi®Mi)®{Ti® Ni), 


avec 

Qi = (Hom(£i, S 2 )* 8 Mi) © M 2 . 

Le morphisme ipi est nul sur S 2 8 M 2 , et sur Lautre facteur c’est 

ev 8 ) Im x '■ S 2 8 Hom(£i, S 2 )* ® M x = S 2 ® Hom(£ 2 , Qi) ® Adi —* Q\ 8 Mi, 

ev designant lc morphisme devaluation. Le morphisme i\) 2 est egal a f 2 sur 
Hom(£ 2 , Fi)* ® M 2 , et sur 1’autre facteur c’est un relevement de fi, qui existe a cause de 
la seconde hypothese supplemental. Remarquons que y> 2 est defini a un element pres de 
Hom((/i 8 Mi,Ti 8 N x ). 

Soit W' c l’espace vectoricl des morphismes de type (***), G' lc groupe operant sur 
W'c : 

G' = GL(Qi) x Aut((^x 8 M x ) © (F x 8 N x )). 
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Si on omet la derniere hypothese supplemental, il faut remplacer G' par un groupe plus 
petit. Soient H' lc sous-groupe normal unipotent maximal de G', isomorphe au groupe 
additif Hom(^i <S> Mi, T\ ® iVi), et G' red le sous-groupe reductif : 

G' red = GL{Q X ) x GL(Mi) x GL(iVi). 

Soient zq, u 2 des nombres rationnels positifs tels que 

v\ dim(iVi) + u 2 dim (Mi) = 1. 

Alors (1/ dim(Qi), z/ 2 , v i) definit une notion de semi-stabilite pour Taction de G' sur W' c . 
Rappelons qu’un point (0(,0i) de W,' c est G' red -semi-stable (resp. G' red -stable ) relative- 
ment a (1/ dim(Qi), v 2 , zq) si et seulement si pour tous sous-espaces vectoriels 

Q\ C Qi, M[ C M u N[ C Ni, 

avec (Qi, M[, N[) ^ (Qi, M ,, iVi) ou ({0}, {0}, {0}), tels que 

0i(£ 2 ® Qi) C 0i ® M(, 0i(£ 2 ® Qi) C^i® iV', 


on a 

^ 7 — _ ;y 2 dim(M() — /q dim(A’() < 0, (resp. < ). 

On dit que (0i,0 2 ) est G'-semi-stable (resp. G'-stable) si tous les points de sa M'-orbite 
sont <S'( e(i -semi-s tables (resp. G(, e<r stables). 

Soient M[ C Mi, M' 2 C M 2 , N[ C N\ des sous-espaces vectoriels tels que 

fi(£i <8> M() C T x <g> N[, f 2 (S 2 ® M' 2 ) c ^1 ® iV). 


On pose 

Qi = (Hom(£i 

II est clair qu’on peut choisir la mutation (* * *) de telle sorte que 
01 (£2 ® Qi) c 01 ® M[, 0 2 (£ 2 <g> Qi) Cfi® 


Posons 


O = 


1 

dim(Qi)niA 2 ’ 


^2 


aA 2 — Ai 
dim(Qi)A 2 ’ 


de telle sorte qu’on a 

dim(M() - zq dim (N[) 
Alors on a d’apres ce qui precede la 


Ai dim(M{) + A 2 dirn(AQ) — dim(iV()/ni 
A 2 dim(Qi) 


Proposition 5.3 Si le morphisme (* * *) est G'-semi-stable (resp. G'-stable) relative- 
merit a ( 1 /dim(Qi), z/ 2 , zq), alors le morphisme (*) est G-semi-stable (resp. G-stable) 
relativement a (Ai, A 2 ,1/dim(iVi)). 

S’il existe des morphismes G'-stables dans Wq, on a zq > 0, c’est-a-dire 

aA 2 — Ai > 0. 

On supposera que c’est le cas dans toute la suite. 
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5.3.2 Cas d’equivalence des (semi-)stabilities 

Soit 

a : Hom(^ 2 ,^i)* <8> Hom(£i,£ 2 )* —* 

line application lineaire dont la composition avec la transposee de la composition 

Hom(£i,£ 2 ) ® Hom(£ 2 , JFi) —■> Hom(£i, Ti) 

est l’identite de Hom(^ 1 ,J : 1 )*. On definit ici des constantes analogues a celles du §4.3.1. 
Pour tout entier positif k, soit 

<j k — <J ® I C k : Hom(£ 2 ,^ r 1 )* <S> (Hom(^,£ 2 )* ® <l k ) —» Hom^,^)* <8> <L k . 

Soit G k Fensemble des sous-espaces vectoriels propres K de Hom^,^)* ® (E A tels que 
pour tout sous-espace vectoriel propre V C (C fc , K ne soit pas contenu dans 
Hom(£i, S 2 )* <£> V. On pose 


c' 0 (k) 


.codim(cr fe (Hom(£i, S 2 )* 8) K)) 

SU P (- v TFF\ -) 

A'eG fc codnn(A) 


II est clair qu’on a 


c' 0 (k + l) > c' 0 {k). 

Remarque : les constantes precedentes dependent aussi a priori du choix de cr. 

Proposition 5.4 On suppose que 


a 

n\ 

Si le morphisme (*) est G-semi-stable relativement a (Ai, A 2 ,l/dim(lV 1 )), alors le mor- 
phisme (* * *) est G'-semi-stable relativement a (1/ dirnfQj), z/ 2 , v-Q. 


Demonstration. Soient Q' x C Q i, M[ c Mi, N[ c N\ des sous-espaces vectoriels tels que 

® Q[) c Q x <g> M[, (S‘2 ® Q'l) cfi ®N[ 


et 


X = - v 2 dim (M[) - vi dim(N[) > 0. 


dim(Qi) 

En faisant agir le sous-groupe unipotent H de G , on peut supposer que Q[ est de la forme 


Q'i = K 0 M! 2l 
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avec K C Hom(£i, S 2 )* ® Mi et M! 2 c M 2 . On peut supposer que M[ est le plus 
petit sous-espace vectoriel de Mi tel que K C Hom(^i,^ 2 )* ® M[. Soit N" l’image de 
Hom(£i,7' 1 )’ t ® M[ par l’application lineaire 

Horn (£ 1 ,F 1 )*®M 1 —» Ni 


deduite de f \. Alors on a 

dim (A") — dim(X[) < Cg(mi)(a dim(M() — dim (K)). 


On a 

fi(£i ® M[) C ® N”, f 2 (S 2 0 M') C T\ ® X". 

On va montrer que 

X' = Ai dim(MO + A, dim(M') - dim ( N i ) > o, 

ni 

ce qui prouvera que (*) n’est pas semi-stable. On a 


dim(Qi)A 2 


a dim(M[) — dirn(X) 
dim(Qi) 


zq(dim(X") — dim(X{)), 


done 

dim(0,)A 2 > 

e’est-a-dire 

X' > (A 2 - C ° (mi) )(adim(M') - dim(X)) > 0. 
ni 

□ 


5.3.3 Egalite des quotients et projectivite 

On se place dans Fhypothese du theoreme 5.5. On peut se poser la question de F egalite 
des quotients W' c ss //G' et Wq//G. Soil Pouvert de W' c constitue des morphismes 
( / ip'i, , ip 2 ) tels que induise une surjection 

F : Q i —-> Hom^!,^)* ® Mi. 


Cet ouvert est done constitue des morphismes dont un element de la G'-orbite peut etre 
obtenu comme mutation d’un element de Wc- Si (^ 1 ,^ 2 ) e Wc\Wo> il existe un sous- 
espace vectoriel Q\ C Q\ de dimension m 2 + 1 contenu dans ker(F). On a 

^i {£2 ® Q'l) = o. 


II cn decoule que si ip' 2 ) es t G'-semi-stablc rclativement a (1/ dim((5i,), i/ 2 , v i), on doit 


m 2 + 1 
dim(Qi) 


— V\Tl\ > 0, 


avoir 
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c’est-a-dire 


On en deduit le 


A 2 


1 

< - . 

m 2 + 1 


Theoreme 5.5 On suppose que 


Cp(rai) 

ni 


et 


A2 > 


1 

m 2 + 1 


S’il existe un quasi-bon quotient W' c ss / /G' pour la polarisation (1/ dim(Qi,), u 2 , zq), il 
existe un quasi-bon quotient Wq //G pour la polarisation (Ai, A 2 ,1/ni), et il est isomor- 
phe a W' c ss //G'. 


5.3.4 Cas d’existence d’un quasi-bon quotient projectif 

On fait ici la synthese du theoreme 5.2, du theoreme 7.6 de 0 et des resnltats precedents. 

Pour pouvoir employer le theoreme 7.6 de 0, il faut faire les hypotheses supplementai- 
res suivantes : 

- Les morphismes 

£\ —> T\ 0 Hom(£i, T\)*, £ 2 —> T\ ® Hom(£ 2 , F\)* 
sont injectifs. On note Hi, H 2 leurs conoyaux respectifs. 

- On a Ext 1 (jF 1 ,£ 1 ) = Ext 1 (JPi,£ 2 ) = {0}. 

Soit 

(£1 0 Mi) © (£2 0 M 2 ) —> Ti ® Ni 
un morphisme tel que V application lineaire associee 

</> : (Hom(f 1 , Fi)* 0 MQ © (Hom(£ 2 , FQ* 0 M 2 ) —> Ni 

soit surjective. On definit dans 0 un autre type de mutation associant au morphisme 
precedent un morphisme 

T\ 0 ker(</>) —> (Hi ® MQ © (H 2 ® M 2 ). 

En appliquant le theoreme 5.2 a ces nouveaux morphismes, on obtient de nouveaux cas 
d’existence de quasi-bons quotients. 

On aura besoin de deux types de constantes supplementaires. Soit k un entier positif. 
On note C\(k) la constante analogue a Co(k), obtenue en considerant l’application lineaire 


Hom(£ 2 , T\) ® (Hom^, £ 2 ) ® (C fc ) —> Hom^,^) 0 (L k 
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an lieu de (cf. §5.2). On note 02 (h) la constante analogue a co(k), obtenue en con- 
siderant l’application lineaire 

Hom(£ 2 ,^ 7 i)* ® (ker(u) <g) (C fc ) —■> Hom(£i,£ 2 ) ® 

On pose 

hn = dim(Hom(£i, ^ r 1 ))j h \ 2 = dim(Hom(£ 2 , J-i)), a = ahu — hu- 
Toutes methodes confondues, on obtient le 


Theoreme 5.6 II existe un quasi-bon quotient projectif Wq//G dans les cas suivants : 

1 - On a 

^ > a, A 2 > —c 0 (m 2 ). 

Ai ni 

2 - On a 


tl\\ tl\2 O , . 

Ai < —, A9 < —, a A 2 — Ai > —, hu — Apni > cAmOa. 

ri\ n 1 n 1 


3 - On a 


ni 


A 2 > 


1 

m 2 + 1 ’ 


aA 2 — X\ > a / .Max(c 2 (mi)A 2 ,—). 

ni 


On peut montrer que dans la situation du theoreme 5.6, l’ouvert du quotient corre- 
spondant aux points stables est lisse. 
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5.4 Exemples 

Si (Ai, A 2 ,1/ni) est une polarisation de Taction de G sur Wc , on notera 

A 2 


P = 


Ai' 


Notons que la polarisation est entierement determinee par p, on par un des nombres Ai, 
A2 • 

Dans les exemples qni vont snivre, on utilise implicitement des calculs de constantes 
Co(k) ou c' 0 (k) qni proviennent de 0 , 

5.4.1 Exemple 1 

Soit n un entier, avec n > 2. On considere des morphismes 

(Q{- 2) © (E 2 ) © 0{- 1) —> O © <C n+1 

sur P n . Get exemple a deja ete traite dans ||, pour n — 2. L’application directe du 
theoreme 5.2 montre qu’il existe un bon quotient projectif Wfj//G si 

p > n + 1 . 

En utilisant des mutations indirectes on se ramene a des morphismes 

0(- 1) © (C 2ri+3 —> (Q(-l) « (C 2 ) © (O © (C re+1 ). 

L’application des theoremes 5.2 et 5.5 permet de montrer qu’il existe un quasi-bon quotient 
projectif Wq//G des que 

2 

p > 2 H—. 

n 

Si n > 4, on obtient ainsi des varietes de modules de morphismes supplementaires. 


5.4.2 Exemple 2 

On considere les morphismes 

(/ 1 ; / 2 ): 0 (- 2 )© 0 (-l) 


O® <C 


»i+2 


sur P„. C’est un exemple deja donne dans 0. On sait construire des bons quotients (en 
utilisant le theoreme 5.2)) des que 

p > n + 1 . 

Mais dans ce cas le quotient est vide. En effet, il existe toujours un sous-espace vectoriel 
H C (C n+2 de dimension n + 1 tel que Im(/ 2 ) C O © H. On doit done avoir, si (/ 1 , / 2 ) 
est G-semi-stable relativement a (Ai, A 2 , l/(n + 2 )), 

A 2 - ^ 
n + 2 
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c’est-a-dire p < n + 1. L’application des theoremes 5.5 et 5.2 permet de construire un 
quasi-bon quotient projectif Wq//G des que 

p >1. 

On a /m el lore legerement le resultat de [Q dans le cas oil n est impair. Les valeurs singulieres 
de p sont par definition cellcs pour lesquelles la G-semi-stabilite n’implique pas la G- 
stabilite. Ces valeurs sont exactement les nombres 

k 

P k ~ —- T 

n + 2 — k 

pour 1 < k < n + 1 . Dans ce cas un morphisme (0i, 0 2 ) G-semi-stable non G-stable est 
construit de la fagon suivante : on considere un sous-espace vectoriel H C <L n+2 de 
dimension k , et on prend pour 02 un morphisme tel que Im( 02 ) C O 0 H et que H soit 
le plus petit sous-espace vectoriel ayant cette propriete. On prend pour 0i un morphisme 
tel que V application lineaire induite 

H 0 (O{2))* —> (E n+2 

soit surjective. Toutes le polarisations tellcs que p soit situe entre pk et pk+i donnent la 
meme notion de (semi-)stabilite. 

Notons M k le quotient obtenu pour p = et celui obtenu pour p k -\ < p < Pk- 
On sait done construire Mk et M k pour [^] + 2 < k < n + 1. Les quotients construits 
dans 0 , c’est-a-dire pour + l<k<n + l, sont des quotients geometriques. 

5.4.3 Exemple 3 

C’est une generalisation de l’exemple precedent. Soit n > 2 un entier. On considere sur 
P„ les morphismes 

(A) / 2 ) : 0(—2) © O(-l) —>■ O ® N]_. 


5.4.3.1 Conditions d’existence de points stables 

Pour qu’il existe des points stables (pour au moins une polarisation), on doit avoir 


ri\ = dim(iV 1 ) < 


(n + l)(n + 2) 

-h 71 . 

2 


Si ni > n + 1, il existe toujours un sous-espace vectoriel N[ de N\ de dimension n + 1 
tel que V image de f-i soit contenue dans O ® N[. II en decoule que s’il existe des points 
stables relativement a la polarisation definie par A 2 , on doit avoir 

, n + 1 

A 2 < -• 

n\ 

Si c’est le cas on montre aisement qu’il existe toujours des morphismes stables. 





Quotients algebriques par des groupes non reductifs 


51 


Les valeurs de A 2 pour lcsquclles il existe des morphismes semi-stables non stables, 
ainsi que des morphismes stables, sont les 

k 

ak = —, 1 < k < Inffn, rti — 1). 

Tlx 

Posons m — 1 + Inf(n, n\ — 1) et 

a 0 = 0, a m = Inf(l, n + - ). 

n\ 

Si 1 < k < Inf(n, n\ — 1), et o>k-i < A 2 < oik, le morphisme (/i,/ 2 ) est stable si et 
seulement si 

- 1 - Si 1’image de / 2 est contenue dans O ® N[ C O <g) Ni, on a dim(IV{) > k. 

- Pour tout (/[, fy) G / 2 ), si 1’image de f[ est contenue dans 0®N[ C 0®N\, 

on a dim(]V() > n\ — k + 1. 

5.4.3.2 Les constantes 

Pour appliquer le theoreme 5.6 on a besoin des constantes co(l), Cq(1), ci( 1) et 02 ( 1 ). 
On calcule aisement que 

. , . . . . , n +1 , , 2 n 

c 0 (l) = 0, c 0 (l) = ci(l) = — 2 —, c 2 (l) = n2 + n _ 2 - 


5.4.3.3 Application du theoreme 5.6, 1- 
On obtient un quotient si 


"T > n + 1, 
M 


c’est-a-dire si 


A2 > 


n + 1 
n + 2 


On obtient la seulc variete de modules M ni si n 1 < n + 1, et aucune si n { > n + 1. 


5.4.3.4 Application du theoreme 5.6, 2- 
On doit avoir 

1 n(n + 1) 

> rH-h2 + 2ni(n + 2 ) + 

. n +1 . 

A 2 > 1-si ni > n + 1. 

2 ni 

Dans le premier cas, on obtient la construction de M*, si 

, ni n(n +1) 

k > —— + -4-f. 

n + 2 2(n + 2) 
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Ceci donne des varietes de modules supplementaires si 

n i > [^] + 2 - 

Dans le second cas, puisque A 2 < on doit avoir 


ni < -(n + 1 ). 

On obtient alors les varietes de modules Mk pour 

n + 1 

rq--— < k < n + 1 . 


5.4.3.5 Application du theoreme 5.6, 3- 

On obtient les mernes varietes de modules que precedemment si ri\ < n + 1 . 
Si rq > n + 1 , on salt construire le quotient si 


A 2 > - + 


2 2 n 2 - 4 


On sait dans ce cas construire M k pour 


1 77 / 

+ - n+1 - 

On obtient done d’autres varietes de modules de morphismes si n + 3 < rq < 2n et si n 
est assez grand. 

5.4.3.6 Polarisations pathologiques. Cas ou A 2 < 1/2 

On suppose que n\ est pair : rq = 2 p, et que rq < 2 n + 2. Soit (q, ..., z n+ 1) une 
base de H 0 (O{ 1)). On considere le morphisme 

(A) / 2 ) : ^(—2) © 1) —> O ® 

ou / 2 , A son i definis respectivement par les matrices 
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Alors, si A 2 < 1/2, il est aise de voir que (/ 1 , yd) est stable. Cependant son stabilisateur 
dans G n’est pas rednit a (C*. II ne pent done pas y avoir de quotient geometrique de W 
par G dans ce cas. 

5.4.3.7 Polarisations pathologiques. Cas ou A 2 = 1/2 

On suppose que n est pair et n 1 = n + 2. Soient Ad, K 2 des sous-espaces vectoriels 
de H 0 (O( 1)) de dimension et D une droite de H 0 (O( 1)). Soient 

(©, ■ ■ ■ >Zn±2), (z[,...,z'n+ 2 ), z 

2 2 

des bases de Ad, Ad et D respectivement. Alors l’element de Wc defini par les matrices 



est semi-stable et sa G-orbite est ferrnee et ne depend que de Ad, K 2 et D. On la note 
<f>{K u Ad, D ). Remarquons que si (K[, K' 2 , D') ^ Ad, D ), on a 

( P(K[, K' 2l D') ± Ad, D). 

Une mutation de 0(Ad, Ad, A) dans W' c est 1111 morphisme 

ip :0<S> 1" +2 —>• Q(-1) © (O ® (L n+2 ). 

L’adherence de sa G'-orbite contient lc morphisme somrne directe des morphismes 

Ipi : 0{- 1) > O ® l n+2 , 1 P 2 ■ 0{- 1) -> O ® C n+2 , ^ : 0(- 1) © <r —^ Q(-l) 

definis respectivement par Ad, Ad, A. La G'-orbite de ce morphisme est notee 

ip(Ki, K 2 , D). Notons qu’clle est contenue dans le complementaire dans W' S q de Louvert 
contitue des orbites des morphismes mutations de morphismes de Wq s . On a 

V>(Ad,Ad,H) = 4>(K 2 , Ki, D). 

Ceci prouve qu’on ne peut pas obtenir par des mutations indirectes 1111 quotient separant 
les orbites de 0(Ad, Ad, D) et </>(Ad, Ad, D). 
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